局 等 数学 


习题 解析 ( 上) 


e 
徐 乃 楠 许 静 波 E 编 
e 柳 长 青 杜 奕 秋 副 主编 


清华 大 学 出 版 社 


高 等 数学 习题 解析 
(上 ) 


徐 乃 楠 许 静 波 主 编 
柳 长 青 ERK 副 主编 


清华 大 学 出 版 社 
db ox 


内 容 简 介 


本 书 是 高 等 院 校 数 学 课程 (高 等 数学 (上 )》(ISBN: 978-7-302-47529-3) 一 书 相配 套 的 习题 解析 。 本 书 严格 
按照 配套 教材 的 章节 的 顺序 以 节 为 单位 进行 编写 。 每 小 节 内 容 有 知识 点 概括 和 习题 解答 。 知 识 点 概括 精 
炼 、 全 面 ,帮助 学 生 加 深 教材 所 学 知识 。 明 确 学 习 重 点 和 难点 。 习 题解 答对 较 难 的 习题 给 出 题 前 分 析 、 详 尽 
的 解答 步骤 和 题 后 注释 ， 还 对 某 些 典型 题 的 分 析 方 法 和 技巧 作 了 详细 说 明 ， 切 实 帮助 学 生 检验 教材 内 容 的 掌 
握 程度 ， 查 漏 补缺 。 本 书 期 望 能 够 通过 知识 点 概括 帮助 学 生理 清 知识 的 脉络 ,加深 读者 对 新 知识 的 理解 和 掌 
握 ; 通过 习题 解答 为 学 生 提 供 分 析 问题 和 解决 问题 的 方法 ， 从 而 更 好 地 学 习 高 等 数学 的 基本 知识 和 理论 ， 掌 
握 相 应 的 方法 和 技巧 。 


本 书 封面 贴 有 清华 大 学 出 版 社 防 伪 标 签 ， 无 标签 者 不 得 销售 。 
版 权 所 有 ， 侵 权 必 究 。 侵 权 举 报 电 话 : 010-62782989 13701121933 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


高 等 数学 习题 解析 .上 / 徐 乃 楠 , 许 静 波 主编 ， 一 北京 : 清华 大 学 出 版 社 , 2018 
ISBN 978-7-302-47810-2 


I. OÑ I. OR- @ 许 … WI. 高 等 数学 一 高 等 学 校 一 题解 N. O13 一 44 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2017) 第 168952 号 


责任 编辑 : E E E 
封面 设计 : 周 晓 亮 
版 式 设计 : 思 创 景点 
责任 校对 : ME 

责任 印 制 : 沈 I 


出 版 发 行 : 清华 大 学 出 版 社 
网 址 : http: //www. tup. com. cn, http: //www. wqbook. com 
地 db. 北京 清华 大 学 学 研 大 厦 A 座 AB 编 : 100084 
社 总 机 : 010-62770175 邮 购 : 010-62786544 
投稿 与 读者 服务 : 010-62776969，c-service@tup. tsinghua. edu. cn 
E 量 E 馈 : 010-62772015, zhiliang@ tup. tsinghua. edu. cn 
: 北京 密云 胶印 厂 
: 全 国 新 华 书店 
; 185mmX 260mm 印 5 11.75 字 8.256 千 字 
: 2018 年 1 月 第 1 版 印 次 : 2018 年 1 月 第 1 次 印刷 
: 1~3000 


5 ORBE RR MN ZS a 


: 45.00 元 


产品 编号 : 071021-01 


» 


Bi Gi 


“高 等 数学 ”是 高 等 院 校 的 一 门 重要 的 基础 理论 课程 。 为 了 适应 普通 高 等 院 校 学 生 学 习 高 
等 数学 课程 的 需要 ， 我 们 参照 《高 等 数学 课程 教学 基本 要 求 )， 并 结合 多 年 的 教学 实践 和 经 
验 ， 精 心 组 织 编写 了 本 套 教 材 和 相应 的 习题 解析 。 

本 套 教 材 在 编写 过 程 中 ， 力 求 结构 严 说、 逻辑 清晰 ， 尽 可 能 以 通俗 易 懂 的 语言 介绍 “高 
等 数学 ”课程 中 最 为 基础 的 ， 也 是 最 主要 的 知识 点 。 同 时 也 注重 体现 时 代 的 特点 , 吸收 了 国 
内 外 同类 教材 的 精华 ， 本 着 打 好 基础 、 够 用 为 度 、 服 务 专 业 、 学 以 致 用 的 原则 ,重视 理论 产 
生 、 发 展 及 演变 ， 加 强 应 用 ， 力 争 做 到 科学 性 、 系 统 性 和 可 行 性 的 统一 ， 使 传授 数学 知识 和 
培养 数学 素养 得 到 较 好 的 结合 。 期 望 读者 通过 学 习 能 在 较 短 时 间 内 人 掌握 “高 等 数学 ”课程 的 
基本 概念 、 基 本 原理 、 基 本 技能 和 基本 方法 ， 从 而 为 学 习 其 他 基础 课程 和 专业 课程 打下 必要 
的 基础 。 本 套 教材 包括 如 下 书目 : 


《高 等 数学 (上 )》 ISBN: 978-7-302-47529-3 定价 : 45. 00 元 
《高 等 数学 习题 解析 (上)》 ISBN: 978-7-302-47810-2 定价 : 45. 00 元 
《高 等 数学 (下 )》 ISBN; 978-7-302-47530-9 定价 : 45.00 元 
《高 等 数学 习题 解析 〈 下 )》 ISBN; 978-7-302-47577-4 定价 : 45. 00 元 


本 书 是 高 等 院 校 数 学 课程 《高 等 数学 (上 )》(ISBN: 978-7-302-47529-3) 一 书 相 配套 的 
习题 解析 ， 严 格 按照 配套 教材 的 章节 的 顺序 ， 以 节 为 单位 进行 编写 。 每 小 节 内 容 有 知识 点 概 
括 和 习题 解答 。 知 识 点 概括 精炼 、 全 面 ， 帮 助 学 生 加 深 教材 所 学 知识 ， 明 确 学 习 重 点 和 难点 。 
习题 解答 对 较 难 的 习题 给 出 题 前 分 析 、 详 尽 的 解答 步骤 和 题 后 注释 ， 还 对 某 些 典型 题 的 分 析 
方法 和 技巧 作 了 详细 说 明 ， 切 实 帮 助 学 生 检验 教材 内 容 的 掌握 程度 ， 查 漏 补 缺 。 本 书 期 望 能 
够 通过 知识 点 概括 帮助 学 生理 清 知识 的 脉络 ， 加 深 读 者 对 新 知识 的 理解 和 掌握 ， 通 过 习题 解 
答 为 学 生 提 供 分 析 问 题 和 解决 问题 的 方法 ， 从 而 更 好 地 学 习 高 等 数学 的 基本 知识 和 理论 ， 掌 
握 相 应 的 方法 和 技巧 。 

本 书 可 以 作为 普通 高 等 院 校 各 专业 基础 课程 “高 等 数学 ”的 学 习 辅 助 材料 ， 以 及 其 他 数 
学 教育 工作 者 的 参考 资料 。 
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6.2.2 


TS l1 AA. RRIEK 


1.1 o 数 


1.1.1 知识 点 概况 


1. 设 数 集 DCR， 则 称 映 射 f: D>R 为 定义 在 D 上 的 函数 ， 简 记 为 y—f Co. x€ 其 中 ， 
x ORBE: y 称 为 因 变 量 ; D 称 为 这 个 函数 的 定义 域 ， 记 作 Dr， 即 D,—Ds 函数 值 f(x) 的 全 
体 组 成 的 集合 称 为 f 的 值 域 , 记 为 Rj 或 1(D), 即 Rj=f(D)={y:y=f(x), x€ D). 

2. 设 函 数 y— f/ C. x€D 满足 ,对 于 值 域 /A(D) 中 的 每 一 个 值 y, ED 中 有 且 只 有 一 个 
值 x+ 使 得 A(x) 二 y， 则 按 此 对 应 法 则 得 到 一 个 定义 在 f(D) 上 的 函数 ， 称 这 个 函数 为 了 的 反 
函数 ， 记 作 zx 一 广 :(y)，yEJCD). 

3. 设 函 数 YSS OWELA De KE uS go WELA Des BHAE RCD. W 
H y—fLgGo]. x€ D, 确定 的 函数 ， 称 为 由 函数 u= g) 53 RA y= f u) BELT EE R 
数 ， 记 为 fogs Mego) aS fLgGo) ]. CHELA Des "kit u 称 为 中 间 变 量 . 

4. 给 定 两 个 函数 SC), € D, Mgl), x€ D,. id D—D,(1 D,z C). defl1zg XX Wi 
函数 的 下 列 运 算 ， 

和 ( 差 )f 土 g: (上 +g)(Cz) 一 xz) 士 gCz)，zED; 

积 /gsg: f *giéx)—fCG * glr), rED; 


m. (Ch em ek, (tz; Ste, aD. 


5. CD 常 值 函数 ，y 二 C，C 为 常数 ; 

(2) ZR. y5, JER 是 常数 ; 

(3) 指数 函数 : y—a^. a>0 H a*l; 

(4) 对 数 函 数 : y=logar, a>0 且 a 关 1， 特 别 地 ， 当 a 二 ee 时, ij y—lnz; 


(5) 三 角 函 数 : y—sinr. y=cosr, y—tanr, y-—cotr, y-—secr, y-—cscr; 


(6) EL — fü PRÉ: y—arcsinr. y-—arccosr. y-—arctanr. y-arccotr. 


这 六 类 函数 称 为 基本 初等 函数 . 


EC 习题 解析 (上 ) 


6. 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 函数 复合 所 得 到 的 函数 ， 称 为 初等 函数 . 

7. 设 函 数 f(x) 的 定义 域 为 D. 

若 存在 数 M, ,使 得 对 任 一 x€ D. 有 f(x) 三 Mi ， 则 称 函 数 f(x) 为 D 上 的 有 上 界 函 数 ， 
Tk M 为 函数 f(x) 在 D 上 的 一 个 上 界 . 

若 存在 数 Ms ， 使 得 对 任 一 xzED， 有 f(z) 宇 M;， 则 称 函数 f(x) 为 D 上 的 有 下 界 函 数 ， 
Tk M: 为 函数 f(z) 在 D 上 的 一 个 下 界 . 

HFE M>0, 使 得 对 任 一 +ED， 有 |f(z)| 三 M， 则 称 函数 SOE DEAR, fa) 
D 上 的 有 界 函 数 . 如 果 这 样 的 M 不 存在 ， 则 称 函数 ÁO ED 上 无 界 ， 此 时 也 就 是 说 对 任何 
G>0, AFE xED， 使 得 | fC) |>G. 

8. f(x) 在 D 上 有 界 等 价 于 f(z) 在 D 上 既 有 上 界 又 有 下 界 . 

9. 设 函 数 f(z) 定义 在 区 间 D E. 

如 果 对 任意 的 x1，zz € D. Ion mn HE. 恒 有 f(x) 三 f(xs),， 那么 称 f(x) 是 D 上 的 增 
函数 . 

如 果 对 任意 的 x1， 22 € D. amr 时, A fdf), 那么 称 f(z) 是 D 上 的 减 
函数 . 

增 函 数 与 减 函数 统称 为 单调 函数 . 

10. 设 函 数 f(x) 的 定义 域 D 关 于 原点 对 称 . 

若 对 于 任 一 ZED， 有 f( 一 x) 二 一 /(x)， 则 称 f(x) 为 D 上 的 奇 函 数 . 奇 函数 的 图 形 关 于 
原点 对 称 . 

车 对 于 任 一 +ED， 有 f( 一 x) 三 f(x)， 则 称 f(x) 为 D 上 的 偶 函 数 . 偶 函 数 的 图 形 关于 y 
轴 对 称 . 

11. 设 函 数 f(z) 的 定义 域 为 D. 如 果 存 在 一 个 正 数 T， 使 得 对 于 任 一 +ED,， 有 zx 土 TED， 
HEA SaD f), WE f(x) 为 周期 函数 , 工 称 为 (xz) 的 一 个 周期 . 通常 我 们 说 周期 
是 指 最 小 正 周期 . 

1.1.2 习题 解答 

1. 求 下 列 函数 的 定义 域 : 

(D y= V2018x—1; 

SE 由 20187— 170 得 函数 的 定义 域 D 一 | ors. +). 


1 n 
rt d 


f& di 4—2^z0 得 函数 的 定义 域 D==( 一 co,， —2U(C72. DUO, +). 
(3) »-l- y/1—23; 


区 


(2) y= 
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解 由 zz 关 0 H1—a2^z0 得 函数 的 定义 域 D—[—1. 0 UCO. 1]. 


(4) y— 


1 
"cr 
解 gH 1—2770 得 函数 的 定义 域 D— C71. D. 
Gi y=cos Vz; 
S H r> 得 函数 的 定义 域 D=[0, +0). 
(6) y=tan(z—1); 


解 由 xz 一 1] 关 kr 十 到 (一 0， 士 1， 士 2，…) 得 函数 的 定义 域 D— ixl zen +1, k€Z. 
(7) y-—arcsinCz— 1); 

S lit 得 函数 的 定义 域 D=[0，2]. 

(8) y= V/1—-arctan - 

解 由 1 一 + 宇 0 且 x70 得 函数 的 定义 域 D—(— o9. 0 UO, 1]. 

(9) y—InC14-22); 

解 gh 120 得 函数 的 定义 域 D= (— oo. 4-69). 

(0) ye; 

fg d c0 (EE D=o, 0U(CO,. To). 


El a 1 | 

(1D vs vcr "3-8 EQ" 

r—2z0, 

ene, " 
解 由 得 函数 的 定义 域 D—[2. UG. DUU, 5). 

5—220. 

5—r71 

m s 1 
(12) y=arcsin Ž i 
2 Vi 

a anaE 
解 由 得 函数 的 定义 域 D— (2. 3]. 

一 一 
(13) y=2* -- arccos In /1—2z; 

rz, 
解 ” 由 1 |In Vi 二 xz| 志 1, 得 函数 的 定义 域 D—[1—e. oU, 1—e*]. 

1—20 

m PS, r 
(14) y— 

lgr. x20; 


EC 习题 解析 (上 ) 


解 ” 函 数 的 定义 域 D=( 一 2，0)U (0, +). 
1 


(15) er 
r0, 

解 i| 得 函数 的 定义 域 D— (0. Ule, +). 
1 一 Inz 天 0 


(16) 已 知 > 一 Fz) 的 定义 域 是 [0，1],， 求 下 列 函 数 的 定义 域 ， 

D fG-—4)5 © f(gz). 

解 @ 因为 f(x) 的 定义 域 为 0，1], 故 f(z 一 4) 应 满足 0 二 x 一 4 三 1, fü 4x5. HJ 
函数 的 定义 域 D=[4，5]. 

O 因为 f(x) 的 定义 域 为 0，1]， 故 f(gz) 应 满足 osclgrscl. 44 1<r<10, DU ep ër 00 
定义 域 D—[1, 10]. 

2. 下 列 各 题 中 ， 函 数 f(x) 和 g(x) 是 否 相同 ? 为 什么 ? 

(D f(x)=lgzx’, g(x)=2lgzx; 

解 "H. 因为 定义 域 不 同 . 

(2) Pais, gG)— däi: 

解 不同. 因为 对 应 法 则 不 同 ，z<0 t, g(x) 二 一 z. 

(3) f) 9 Vx ef, g(r)=x V l; 

S dH). 因为 定义 域 、 对 应 法 则 均 相 同 . 

(4) 7(z) 一 1，g(z) 一 sec2z 一 tan2z。 

解 "H. 因为 定义 域 不 同 . 

3. 求 下 列 函 数 的 解析 式 : 


(im nai c 3k fied EE 


Sam 
i 
Ly 1-7 GED zoo ti Lr 
& Deitz: f(z) pL ET? 
zx 


, pii i. . 
EH EA Sitt Rie 


. eg Lee em D NLIS 
Soil. ap XT, uot Si 全， 所 以 fa o RET EE. 


$5 —4—2 2 


2 Zt 
或 f T j 
Leg geg 2 eg yt —4 


atm Vaxt—4—2, 2 
2 z 


mm e 


即 f(x)= 


ES 


E 


Sg VT 一 4 一 2 十 2 
2 


或 fG)-- 
4 和 
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她 一 27r 一 1 十 (z 一 1) VCz 一 1)5 一 上 2 
所 以 pa Us | 
2 (7 一 1)? 十 (xz 一 1) Vr 21—73 
(x—1)9!—G—1)Vz!—22—3-—2. 2 
或 f(z 一 1) i : 
2 (z 一 1D)2 一 (z 一 1) Vr —2x—8 


(3) Sale R fa). 


hs BT f(e el ita 


4. 讨论 下 列 函数 的 奇偶 性 : 


sinx 


COD f(x)= 十 cosrs 


a 


.SmC—za) 
m 


解 由 于 太一 z) "eos 2) HE Ecos fe), Bc fO bag, 


(2) f(x) 9x Vx —1--tanz; 

解 f( 一 +)==( 一 x) V(r) —1-t1anC—2) — —2 Vr —1—1tanz— — f(x), B f(x) 为 
DEI 

(3) f(x) 2z(1—2); 

S omBTfCcCo-OCaon»o[-(0o20]-5-züco».fG)zfC2. H f(—z) 
一 f(z) 故 f(x) 为 非 奇 非 偶 函 数 . 

LO F(z) 一 In(Wzz 十 1 一 z). 


解 由 于 f( 一 xz)=ln[V( 一 zx)? 十 1 一 (一 xz)] tg là -ET 一 


一 ln( Vz 十 1 一 +) 二 一 f(x)， 故 /(z) 为 奇 函 数 . 
5. 下 列 各 函数 中 哪些 是 周期 函数 ?对 于 周期 函数 ,指出 其 周期 . 
(D) y—cos(r—2); 

解 ”是 周期 函数 ， 周 期 为 (一 2x. 
(2) y—cos4z; 

解 是 周期 函数 ， 周 期 为 (一 到 
(3) y 一 1 十 sinrz; 

解 ” 是 周期 函数 ， 周 期 为 /==2. 
(4) y—xcosr; 

S ”不 是 周期 函数 . 

(5) y-sin?z. 


解 ”是 周期 函数 ,周期 为 /二 x. 


EC 习题 解析 (上 ) 


6. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 
(1) y= VE 
解 ge Rea vil, WA y= Wz 十 1 的 反 函 数 为 y= —1. 


ME bg .l—» CERE umi: 一 1 一 去 
解 att, BER 


xb -— ` 
etd (ad—bcA0); 


G) y—7 


Ron, ECH, guy tr Pg go y CH 
cy 一 zé 


(4) y—2sin3z; 


SR MH y—2sin3r fh æ= L arcsin PE 所 以 y—2sin3x HRO y= arcsin SC 
(5) y71-oInCr-2) ; 
解 由 y=1 二 ln(Cz 十 2) 得 z—e7'—2. BEL y==1 十 In(x 十 2) 的 反 函 数 为 uer — 2. 


2: 
(6) idi" 


解 由 y= zu 
7. 指出 下 列 各 函数 是 由 哪些 基本 初等 函数 复合 而 成 : 
(D y= lnsin’x; 

解 y= 二 lnsin?z H y=lnu, u=v, v=sinr 复合 而 成 . 
(2) y- 57, 

解  y—5*IH y—5'. u—cosv. v—V r5 Gili li. 


(3) y-—arctane* 5 


MM NN 
fll z—log, g> BEBE y— z LABOR y 一 logs 了 二 


解 y—arctane* H y —arctanu, u=e", v S 复合 而 成 . 
(4) y=cos (Inr). 

f — y—cos' (Ina) wn, u=cosv, v=lnr 复合 而 成 . 
8. 求 下 列 复合 函数 : 

Ai, |zx|<1, 
za. [em 
Jaen, |feo| «à. 
LfGzY +i, [fé | 21. 


61) GE 3 fL f Go ]. 


解 vue 


AS oc|z| im. |f| =V r<, E Fail VI- LAGE lt Ta 
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当 z=0 时 , f(x)=1, f[f(x)J=[f(z)F+1=2. 


当 |z| 宇 1 时 ，| f(z)|=z 十 1>1, fLfCO]— Lf CO P HE GP? 9-1? -1—a* -22*? 2. 
lale ox «ts 
因此 ， mo r—0, 
z'-2x*--2, Let, 
1. [xl 
(2) d fG)—40, |x| 21. gGO—e ok fLaGOo]f gLfG)]. 
—1;. læl>i, 
i teli, l, Ze, 
解 mo le|l-i,. Hi mo Xx=0, 
—1, |e|Sl —1, x0. 
e, Leet, ey | 去 | <i, 
seo Ix| 1, mr |z|=1， 
e, [x| 21, Si, laS 
9. Alit a—2. a a——2 讨论 y= lela sin ER JE an. 如 果 是 ， 求 其 
定义 域 . 


解 当 a=2， a- TM. 该 函数 是 复合 函数 . Ia —2 时 ,该 函数 不 是 复合 函数 . 因为 


a 三 一 2 时 ，sinz 的 值 域 是 [一 1，1]， 所 以 a 一 sinz 的 值 域 是 [一 3， 一 1]，lg(a 一 sinx) 没 有 意 
义 ， 所 以 a 三 一 2 时 ,该 函数 不 是 复合 函数 . 
当 a=2 时 ，a 一 sinz 的 值 域 为 [1，3]， 所 以 z 可 以 取 任 意 实数 . 


M a= t, a sine 的 值 域 为 | 5. F] T gz 的 定义 域 为 大 于 0， 所 以 只 需求 这 两 部 


分 的 交叉 部 分 即 可 ， 即 sinz 二 去 ， 得 出 zx 的 定义 域 为 (2kr 一 至，2kx 二 下)(k 为 任意 整数 )， 


1—z, zs, 

st, 505 BE 
解 4 r20}, gGO—-—2xx«0. 所 以 当 z 宇 0 时 ,ff[g(x)]=1 一 xz. 
当 z<0 时 eiis 20. H <0 Ht, flglr)]=xr’ +2. 
FF, ads 

l-g, a. 

11. db f(z 十 2) =27 e, R f(x 一 2). 

解 ”F(z 十 2) 一 2c+2 -4 一 (zx 十 2) 十 2. 

4 r—1—2, RAH fCO —2/ 7 —Á-2. Wl f(z) 二 2 一 x 十 2. 


"OR fLaGo ]. 


=f, dz. 


10. arw 


因此 ， few 


EC 习题 解析 (上 ) 


因此 ，F(z 一 2) 一 2c -2 —(—2) 2-27 7 — cra. 
1, |xz| i; (Ga, |x| si. 

à. leis" el jas s 

解 DAP rE o, +o), 0g GO XL. 

所 以 当 ae, +o), plp) ]=1. 

仅 当 |z|=1 时, 9G —1; 当 |z| 关 1 时, 1-9 G0 2. 

1, [962 | 1. 1. |z|=1; 

0. |g9Go | 21. Qs |z[z&1. 

DA pLy(Czx)] 的 定义 域 是 (一 2， 十 02). 


12. geo] 求 [LpCz)]， PLWCZz)]. 


因为 suw] 所 以 via 
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1.2 数列 极限 


1.2.1 知识 点 概况 


1. 若 函 数 f 的 定义 域 为 全 体 正 整 数 集合 N+ ， 则 称 函数 SO). nE N+ 为 数列 . 

2. 数列 极限 的 通俗 定义 (不 精确 ): 对 于 数列 {x,}， 如 果 当 无 限 增 大 时 ,数列 的 一 般 项 
z, 无限 地 接近 于 某 一 确定 的 数值 < ， 则 称 常数 a 是 数列 {zx} 的 极限 ， 或 称 数列 {x } 收敛 于 a. 

3. 数列 极限 的 精确 定义 (e 一 N 语言 ): 设 {zx,) 为 一 数列 ，a 为 定 值 ， 如 果 对 任意 给 定 的 
e0， 总 存在 正 整 数 N， EM n— N 时 有 |z, 一 a| 过 e， 则 称 数列 {zx,} 收 全 于 a， 定 值 a 是 数 
列 {z,) 的 极限 ， 记 为 limz, =a 3X x,—a(n—95). 

上 述 数列 极限 的 se 一 N 语言 可 以 简写 为 : lime, =a V>, INEN., n>N ih, 有 
|zx,—a| «e. 其 中 ， 记 号 V 表 示 “ 对 任意 的 ”“ 对 每 一 个 "， 了 表示 “总 存在 ”, 

如 果 数 列 {z, } 没有 极限 ， 就 说 数列 {z, } 不 收敛 ， 或 称 {z, } 是 发 散 数列 . 

4. (唯一 性 ) 如 果 数 列 {x, } 收 敛 ,那么 它 的 极限 唯一 . 

5. (有 界 性 ) 如 果 数 列 {z, S IAR en) EAR. 

6. ( 保 号 性 ) 如 果 limz, =a, H a 二 0( 或 a<0), 那么 存在 正 整 数 N， 使 得 当 T9 N 时 有 
Xs 二 0( 或 z, <0). 

7. 如 果 数 列 (c, ) 从 某 项 起 有 r SOR r, <0), Här, AF a, WA a0 (X, a0). 

8.( 夹 挤 原 理 ) 如 果 数 列 {z,)，{y,) 及 {z,}) 满 足下 列 条 件 : 

(OD 从 某 项 起 ， 即 了 xzEN+ ， 当 ?> D, Baus? 

(2) limy,—a. limz,—a. 

那么 数列 {zx, } 的 极限 存在 ， H.limzz, —a. 

9. 在 数列 {zx, } 中 任意 抽取 无 限 多 项 并 保持 这 些 项 在 原 数 列 中 的 先后 次 序 ， 这 样 得 到 的 一 
个 数列 称 为 原 数列 {xz, } 的 子 数列 . 

10.( 收 敛 数 列 与 其 子 数列 间 的 关系 ) 如 果 数 列 (nu SC as 那么 它 的 任 一 子 数列 也 收 
Sk. 且 极 限 也 是 a. 

11. 如 果 数 列 {x } 有 两 个 子 数列 收敛 于 不 同 的 极限 ， 那 么 数列 Ces } 发 散 . 

12. 有 界 的 数列 不 一 定 收敛 . 例如 ，{( 一 1)"} 是 有 界 的 但 却 是 发 散 的 . 这 是 因为 它 的 奇数 
子 列 收敛 于 一 1， 但 是 其 偶数 子 列 收敛 于 1. 

13. 车 数列 (m, } 的 奇数 子 列 和 偶数 子 列 均 收敛 于 a， 则 数列 {zxz, MAF a. 

14.〈 四 则 运算 法 则 ? 设 有 数列 {z /和 {2}， 如 果 lim z — A. limy, =B, JE (2, Eyn} 


到 | 


EC 习题 解析 (上 ) 


(x, * yn EREA, HA lim, +y) =limr, + limy, 5AB, limGr, * y,) — limz, * 
limy,=A * B. 


Mb y z0(n—1, 2, —)H B 天 0 时 ， | 全 | 也 是 收 务 数列 ， Hëlen, 


vy. Dm, 


1.2.2 习题 解答 
1. 观察 如 下 数列 {x, } 的 变化 趋势 ， 写 出 它们 的 极限 : 


(1) n= 


1 
S noH. Ln =z 0> lima —0. 


gy. 
62) a5,— € — LJ SC 


E iea EE fad Dr 0. 


IEN gd 
n 


解 当 六 rc 时 ， 必 一 2 十 二 >2，lim{(2 十 十) 一 2 
n ee D 
Wm 
(Dm, ET! 
R Mn. oc, Ed 1 aa ligit ect, 
n+ "1 ncn 


(5) m, —n* (C—1)*, 

f M nop. r ,=n À (—1)" 没有 极限 . 
2. 用 数列 极限 的 定义 验证 : 

| 


m El 2! 

证 明 Veo, RI i-is Hei, nid 
"D. Veo. 3N-[i-i] 当 n>N 时 ， ala- tket Biblim2 EE 

(D lim ( a FT- 2) 70s 

证 明 Ve>0, 要 使 | ViTIVa| = EE eech B nus ， 取 N= bl 


可 见 ，Ve>0，3N= E a| Mo NIS 有 | VaTI 一 /a| < 成 立 ,所 以 lim( ViTIVD=0. 


Im 
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2 
(3) limi Li, 
Y vn? +1 S$ 1 c 
0, D — N= 
证 明 Ye 二 要 使 | = 1 GE ce HE ue 取 
1 1 ^ BOES E 
m 见 ， E 三 | 二 |， PES ae TX D 2 
[去 | 可 Ve>0 IN ES X4 n>N 时 有 | S 1|<e 成立， 所 以 
je FE. 
a n j 
: 0T,—2 . 
"ech 
s 证 一 2 _ 7? 十 3 2 2 二 下 要 
证 明 Veo. 要 使 和 十 7 十 1 | ES «em. H zen &u-[7] 
2 2 
见 IECH 
WR. en, AN, sont, | ies prima tn. 
3. 根据 数列 极限 的 定义 证 明 : 
(D lim—0; 
noH 
分 析 要 使 EE EH D EH 即 ve 
证 明 因为 Ye>0，3N= E 当 n>N 时, 有 EE 所 以 lim 点 一 0， 
37z 十 1_ 3 
(2) gert 2 
Ski 3 1 x 1 
HAS n —-. 
分 析 要 使 SEH d Zn) En SÉ WC 
" SFAT s 3z 十 1 _ 3n d 
证 明 因为 Ve>0， aw-[z] 当 w>N 时 , 有 | 如 于 2 Bi lima 
2 
(3) lim te n], 
Mn Fa Vi! kein a* a DR 
29 要 使 | 1 EE EE Me 只 而 au 


证 明 因为 Ve>0，3 N= k J MON. 有 Se. E 所 以 im TETEN 


i H ea 
b Baba ib rb ILLE 


nOn 
cR 


"E 3k limz,. 


解 ”因为 1 十 2 十 … 十 7 一 


1 


1 
LHA gT n ntl 


ECL 


所 以 x, 二 1 十 + dack, 


XR Hitch 1, 


iia Hitl, 
ned 2 3 n 
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1.3 函数 极限 


1.3.1 知识 点 概况 


l. 设 函 数 f(x) 在 某 U (zo) 内 有 定义 ，A 为 常数 . 如 果 对 任 给 的 s 盖 0， 总 存在 正 数 8$， 使 
得 当 0<|r— r| <8 A |f) A| <e WER fr) rc. 时 以 A 为 极限 ， 常 数 A 就 叫做 
函数 f(z) 当 zx 一 xo 时 的 极限 ， 记 为 limf(z)=A 或 fCin-—ACGo2). 


上 述 定义 称 为 函数 极限 的 e 一 8 语言 ， 可 简写 为 
lim f(x) AG Ve20, 36>0, 3 0 |x—a, | BW. | f(x) —A| <e. 


2. f GO TE ro 点 有 无 极限 与 FG TE r 点 有 无 定义 没有 关系 . 
3. EM aoc 时 ,f(x) 无 限 接近 于 某 常数 A， 则 常数 A 叫做 函数 £C 24 cr 时 的 左 
极限 ， 记 为 lim f(x) =A R fC ) 5A. 


zez 


EM ac) WB. SORRETTA A, WAR A RR CH zx 一 zo 时 的 右 极 
记 为 im f(r) =A R f (t ) =A. 

左 、 右 极限 更 为 精确 的 定义 由 下 面 的 es 一 9 语言 来 描述 : 

lim f(x) 2A & Ve20, 3870, Yr: to KIK H |f A| <e; 


Pe 


lim f(z)=A & Ve70, 3370, Vr: arn 0, filfG2-—Al-«e. 


act 


左右 极限 统称 为 单 侧 极限 . 
4. fr) amas 时 极限 存在 等 价 于 其 左右 极限 都 存在 并 且 相 等 ， 即 
lim f(x) =A es lim f(22) CA H lim f(x)=A. 


aug ay 


限 


5. 设 F(z) 当 |z| 大 于 某 一 正 数 时 有 定义 ，A 是 常数 . 如 果 对 任 给 的 s>>0， 总 存在 着 M>0， 
使 得 当 |zl>M 时 ， 有 |jJz) 一 A| 到 es， 则 常数 和 叫做 函数 FCz) 当 zce 时 的 极限 ， 记 作 
limf(x)=A 或 F(z) 一 A(z 一 co). 

几何 意义 : 当 |z|>M 时 ，J(z) 的 图 像 落 在 了 > 一 A 十 e 与 y 一 A 一 e 之 间 . 

6.《〈 唯 一 性 ) 如 果 极 限 lim 7Cz) 存 在 ， 那 么 此 极限 值 唯一 

7. ARARE MWR lim fF, WAE M> 107-0. 使 得 当 0<|x 一 xo|<6 时 ， 
Alfa |M. 

8.〈 局 部 保 号 性 ) 如 果 1lim F(z)= 王 A>0( 或 A<0)， 那 么 存在 070. [lif 0— | x— r| <8 
时 ， 有 fE FCz) 一 0). 


oi 


Xe 习题 解析 (上 ) 


9， 如 果 在 某 Cr VI f(x) 之 0( 或 f(x) 过 0), 而 且 limf(x) 一 A， 那么 A 之 0( 或 A<0). 
10. 《四 则 运算 法 则 ) 若 极限 lim/(z) 与 limg(z) 都 存在 ， 则 函数 Ce Te b romans 时 


极限 也 存在 ， 且 
lim[ f x22 gx) ]— lim f(r) limgGr) . 
FR FR pres 


lim[ f C) * gGo) ]-7 lim f C») * limgCGo). 
XilimgGo 0, WL zu 时 极限 也 存在 ， 且 
f(z) za 
maga) limga? 
13. WÈ lim f) feft. 而 C 为 常数 ， 则 lim[Cf(z)]=C lim fx). 
12. WR limf FE, M n Kr, W lim (oi Im teil, 
13. (复合 函数 的 极限 运算 法 则 ) 设 函数 y= fL C) Ji h EE EE EEN 
合 而 成 ，f[Lg(z)j 在 点 ao 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 . 若 limg(x) 二 wo，limf(u) 二 A， 且 存在 
Se aer 


à,70. M r€Ü Ges. YA g Gn sus Wim fLg Cr) ]— lim f) =A. 


1.3.2 习题 解答 
1. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 : 
EI lim(3z 一 1) 一 8; 
分 析 因为 | (3x 一 1) 一 8|==|3zx 一 9|=3|x 一 3| ， 所 以 要 使 | (3z 一 D) 一 8| 过 e， 只 需 |x 一 3| 


WEBB 因为 Ye 二 0， DIEN Moc|z—3|«8 nf. d [(Gxz—10-—8| «e. 所 以 lim(37 
一 1) 一 8. 

(2) lim(5x+2)=12; 

分 析 ”因为 |(5z 十 2) 一 12|= |5x—10|=5|r—2|, MAE |Gr+2)—12| <e, RT 


[22] e. 


证 明 因为 Ve>0， SE 当 0<|z 一 2|<8 时 ， 有 |(5z 十 2) 一 12|<e， 所 以 lim(5z 


32)—12. 
2. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 ; 


In 
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zm H 
(D lim: 28 2! 
分 析 因为 
Laf 1 Lë E 1 æ 1 
| EES +| | 22 | s [| pipes qe |E Al Bü. TU 即 
A 
E 
le 
A 
证 明 因为 Ve>0， FIMES 时 ， | Al Hi D lim LE = 
déi 
2 
(2) lim sinz 一 0. 
ao ur 
sinz [sinz| <1 sinr | | —- 1 
—. BRE Die, Hf ———e. Hl az, 
2 因为 | 后 一 "|- ES 三 "所 以 要 使 | 后 e. 只 需 -<e Da z 
证 明 De, 3M— i. 当 z>M 时 ， 有 ZS 所 以 lim H — o, 
8j (Gom. ga) olo ao 时 的 左 、 右 极限 ， 并 说 明 它们 在 cmo 时 的 极限 是 
否 存在 . 
S ”因为 
lim fx) — lim —— lim 1—1, 
TO Sal a0 
in foo) lim —— lim1—1. 
zot zot 
im f(e) o im f, 
Sa 
HO Dim f Go) fé fe. 且 极 限 值 为 1. 
因为 
lim p(z) 一 lim z lim —7 l, 
207 ES 2-0 T 
LP LN- NL 
lim ei zi lim g(r), 
207 aot 
所 以 极限 limg(z) 不 存在 . 
e, 1X0, 
4. d fai 1. Gezei, 求 limf(x)， lim f(r), lim f(x). 
Deal, wl 


EC 习题 解析 (上 ) 


解 ” 本题 在 +==0 和 x=1 处 左 、 右 两 侧 f(z) 的 表达 式 不 同 ,， 故 求 + 二 0 和 x 二 1 处 的 极限 
时 ， 须 考虑 左 、 右 极限 . 
因为 lim f(2) — lime*—1, lim fx) — lim G^ D —1, lim f Cz) — lim f(x)=1, 所 以 


I*0 a0 ae P 
limfCzr) — 1. 
0 
因为 lim f(x) — lim ^ 4-1) —2, lim f(x) — lim (2r4-1)—3, lim f(x) # lim f Go, 


a1 a xel al a xel 
BEA lim f Co) AE. 
lim C2) — lima 1) 5. 


第 1 章 函数 、 极 限 与 连续 


1.4 两 个 重要 极限 


1.4.1 知识 点 概况 
1. ( 夹 挤 原理 ) 如 果 函 数 ri, ga), h(x) 满 足下 列 条 件 : 


(OD 28 së Dt, I) GE|x| >M, stach Kha); 
(2) lim g(r)—A, lim h(x)—A. 


as 
e (xr) 


那么 lim f(x)=A. 
Pe 
2 lig inc — 


ze T 


L 


dE 

1. 如 果 数 列 {zx, } 满 足 条 件 nsnm mna cms DEE rä ( 
的 ; 如 果 数 列 {zv } 满 足 条 件 z 壹 za 三 过 人 过 已 二 zt 过 …， 就 称 数列 {z 
单调 增加 和 单调 减少 的 数列 统称 为 单调 数列 . 

5. (单调 有 界 原理 ) 单 调 有 界 数 列 必 有 极限 .具体 来 说 : 

(1) 有 上 界 的 单调 增加 数列 必 有 极限 ; 

(2) 有 下 界 的 单调 减少 数列 必 有 极限 . 


1.4.2 习题 解答 


1. 3Klim(14-3a)99, 
2 


解 Wk — lim (14-3205 ]8 — ef. 

8. 2. 设 lim (224) 一 8， Ra. 

[ HE EN pel DUT T (14 87) e, e=8, a—3In2. 
sli cent 

* NA rt apr ee) 


lim Ca 十 lim = 
z-oln[1+(cosr—1)] oln[1+(cosr—1)] 


o, } 是 单调 增加 
n } 是 单调 减少 的 . 


`> 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


š z . l—cosr 
lim: 


r*0COST 一 ] zocosr—1 
4. 3KlimCsinz) "7. 


ay 


2 


E ERS=limO— cost r)z™ exp lim-tanzln Cl cos! x) 
PS =š 


2 


exp| lim tanz(— cosa) | KL 


ES 
z+% 


F3 
5. 3Klim(cos22)" . 
CH 


解 “ 原 式 一 exp ig Lease DAI] — exp] r 


1 
EST z 


第 1 章 函数 、 极 限 与 连续 


1.5 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


1.5.1 知识 点 概况 


1. 设 函 数 /(zx) 在 某 U(z。) 内 有 定义 ， 如 果 limf(z) 二 0， 那 么 称 /(x) 为 当 z 一 zo 时 的 无 


穷 小 量 . 若 limz。 二 0， 则 称 数 列 (x, } 为 noo 时 的 无 穷 小 量 

2. 设 a，B 为 同一 极限 过 程 下 的 无 穷 小 量 ， 则 a 十 8，a 一 8，aB 仍 是 无 穷 小 量 

3. 无 穷 小 量 与 有 界 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 

4. D f(z) 在 点 zo 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 (或 |z| 大 于 某 一 正 数 时 有 定义 ). 如 果 对 于 
任意 给 定 的 正 数 G (不 论 它 多 么 大 )， 总 存在 着 正 数 (或 正 数 M) ， 只 要 x+ 适合 不 等 式 0 二 
|z 一 z| 去 6( 或 |z| Mi, ， 对 应 的 函数 值 FCz) 总 满足 不 等 式 FCz) 二 G， 则 称 函 数 f(x) 为 当 
ras GX a9) I 2523 X fit. 

应 特别 注意 的 问题 ; 对 于 当 zzo( 或 zc) 时 为 无 穷 大 量 的 函数 f(x) 来 说 ， 按 函数 极 
限 的 定义 ， 极 限 是 不 存在 的 . 但 为 了 便于 叙述 函数 的 这 一 性 态 ， 我 们 习惯 上 说 “函数 的 极限 是 
EFKE”. HRE 

lim fx) — eo GKlim f G2) — 99). 

lim f(z)—c9 VG70, 3070. "0- |z—2 | «0M. dfi | fGo | 7G. 

lim f(3) - o V G0, 3M»0. M|x| MN. A |f) | >G. 

把 定义 中 | Fx) | >G 换 成 f(x) 二 G( 或 f(z) 二 一 G)， 就 记 作 lim f(x)= +03} lim fair 


e pesi: d 


bg 


0 lim Tiir, WEER zx 二 zx。 是 函数 > 一 /(z) 的 图 形 的 垂直 渐 近 线 . 
6. —————— 若 f(x) 为 无 穷 大 量 ， 


则 不 一 为 无 穷 小 量 ; 反之 ， 若 f(x) 为 无 穷 小 量 ， 且 f G0 750. JU MED X Rt. 


bës a 


1.5.2 习题 解答 
1. 两 个 无 穷 小 量 的 商 是 否 一 定 是 无 穷 小 量 ? 举例 说 明之 


解 不 一 定 . 例如 ， 当 xz->0 时 ， uCz) 一 2z，B(z) 一 3z 都 是 无 穷 小 量 ， 但 lm 一 Z, 


ETERS. 


— 习题 解析 (上 ) 


Z: — N 


市 十 


D y 一 三 
证 明 "een, ly Ka [z—31. DR Neen, 337e 当 0<|z 一 3| < 
i. filio [E | o leal ma as mt, sm EDS XS 


(2) y 一 zsin I x—0 时 为 无 穷 小 量 


WEB) ” 当 z 了 0 时 , Tell 


DEER 01. 因 为 Ve>0，36=e, 当 0<|zx-3|<8 


时 ， 有 |y| 王 |z| 


3. 求 下 列 极限 并 说 明理 由 : 
D 


së SE 0|<3=e， 所 以 当 x->0 时 y 一 zsin 二 为 无 穷 小 量 


(D lim 


L4 mon 2+4, M roh}, 二 是 无 穷 小 量 ， Bib lime 2. 


m— > 
(2) Mim eg 
së l-z 


解 =1+r(x#1), "bad. x 为 无 穷 小 量 ， Srel. 
4 计算 下 列 极限 : 
CD lim Ger 


h 
L4 原 式 =lim(2x 十 有) 二 2x. 
4 


(2) lim -L——; 
E Vz 一 2 


解 原 式 一 lim(Vz 十 2) 一 上 
enm SC? 


(3) lim 77 73— 


A een 3 1 Sen 4—2 
WS Seta Mamimi, RA- x Tis STE 12 


CD lim(1--- Lee): 


2 2 Së 
ix (1-3) 
解 ” 原 式 =lim 1 一 2 
E 


第 1 章 Emu. WRES 
Wh a tl 
E m-lim[(72)- (273) G7] 07) 


1—a-—0,. 


A+n)n 
e d 2 . ntl | 
解 RR un n hn 2n 2 
æ] 
(D limy FT 
l 
w NE 
解 Baba, 
792——-c- 
T g 
rina] 
(8) I aep 
解 ” 原 式 =lim 一 一 
“1 一 
5. 若 极 限 lim EE ae ln, 求 < 与 4 的 值 ， 
n. EE _ (ar —GTb)xtQ- 
fi 由 lim (555 os d E rcl 
b——1 
计算 下 列 极限 : 
CU lim pls 
„å 21 
n "M e n Maii n li ii ^) 
E oap a O L Ara 
n n 
e A 
E n Bé? n? 
B ia apg 0s dim y 一 二 Bon c roin, D. 
n 
(2) lim(x’ —4)sin — 
a2 
解 Mazi LXI sin AAR. 


-o, m m 
a+b=0, 


E 


` 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
由 于 无 穷 小 量 与 有 界 量 的 乘积 仍 是 无 穷 小 量 ， 则 lim(x* 一 4)sin 5 一 0. 
Post 
(3) lim 一 -一 二 ; 
2-0 sinz 
Just upset. 1 
解 lim———-— lim 工 一 limzcos 二 一 0. 
a0 snr aal x ae X 
(4) lig 2 Sinz 
ze X SINT 
gp ane DEE 
解 “ 分 子 、 分 母 同时 除 以 zx 得 lim 一 DH Won H — 0. EE fen A — lim —2, 
9. BDT a9 X 9. Sing E 
T Së 
ilis DER 
re X — Sinx 
7. 求 下 列 极限 : 
PE z 
m . enitn] 
解 原 式 一 im 一 
ig ln CL 3) n 
z0 mr m` 
e Cm LEN 
z X—9 
" ae 
TT! 
2-5 2(r—5) CN 
8. 求 极限 lim Jet ei Vr+I+/x). 
d vn l 
解 r=, 
学 


原 式 = lim /1T2y—2 1T yT1 
yo y 
= lim[ | 
yt A y 
=M EE2y mg, E EE 
yeot y p y 
n a 


[2 


第 1 章 函数 、 极 限 与 连续 


1.6 无 穷 小 量 的 比较 


1.6.1 知识 点 概况 
1. 无 穷 小 量 是 以 0 为 极限 的 函数 . 
2. 如 果 lim 是 一 0， 就 说 是 比 w 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 记 作 amo. 
如 果 lim 此 一 -=， 就 说 8 是 比 e 低 阶 的 无 穷 小 量 . 
如 果 EE 就 说 8 与 a 是 同 阶 无 穷 小 量 . 


如 果 lim Än, 1-0. 就 说 8 是 关于 a 的 k 阶 无 穷 小 量 . 


ef 
如 果 lim 生 一 1， 就 说 与 e 是 等 价 无 穷 小 量 ， 记 作 af. 
3. mër, g, TER ANE H, HR rr 时， f gn. 
(1) 若 lim fA GO) =A, 则 limg(z)h(r)=A; 


h(x) h) 


(2) Sina mE. Mlima A 
Loi 习题 解答 
1. M z~>1 时 ,无穷小 量 1 一 x 和 以 下 式 是 否 同 阶 ? 是 否 等 价 ? 
CD 1—25; 
ET — 
(2 541—351. 
— —! " 2 
解 (1) BOslim d ell 00872 — limb eats, 
sc ZE a eg xl 


所 以 当 z>1 时 ，1 一 z 和 1 一 zx 是 同 阶 的 无 穷 小 量 ， 但 不 是 等 价 无 穷 小 量 . 


EE 1 
(2) 因为 lim lim(1 十 z) 一 1. 
z1 Le 2 


BELL ace LI. 1e EE UE ST ARREN A. 
2. 当 z>0 时 ,证 明 下 式 : 


(1) arctanr—r; 


23] 


` 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


WEB] 令 y=arctanrz， 则 当 z->0 Bf. y—>0, limarstanz — 


arctan 工 一 工 . 


(2) sees de). 


D ZE 
2sin? = 

—cosr ,. 
—]im 


imd 所 以 当 x 一 0 时 ， 


yo tan, 


5 
Sin -z- 


所 以 当 z-~>0 时 ， 


Y » BE 
证 明 ”因为 lim 一 一 一 二 2 lim. 
I*0 X z0 x? COS. I*0 X Sai 


S 2 


z =lim 


2 
T 
一 二 


2 


3. 利用 等 价 无 穷 小 量 的 性 质 ， 求 下 列 极限 : 


(1) jig nt 20182). 
Se i 


z0 


解 lim tan(2018x) =lim lz 2018, 


SN a SH 


(2) Limiarcsintz tn m 为 正 整数 ); 


z0 (sinr)" 


l. n—m. 
:Gina p p" 
L4 ———— s. Im era, nm. 
x0 (sinx) SE 
oco. n-m. 
. tanr— sinc 
(3) lim—;— —: 


z20  r^sinr 


DT 一 si 
解 FA lim - 一 liml 一 cosz 


van  r!sinr 2-0 r^cosx 


sinr—tanr 


(4) lim 
z0 ( YIFa7—1)( VI Fsinr— 1) 


2 


f& D sinz—tanx—tanz(cosr—1) 21anz sin? Cem 2x * (3 ) Zeite, 


2 
UE eg 二 co ot nce 


KEE ES EHNEN 


sinx sinr rr 


V1 十 sinz 十 1 2 2 


T 十 sinz 一 1 一 G0). 


Bib lim sinr— tanz 


lim 
TOES Int sine =el 2,2 


EI 


第 1 章 ， 函数、 极限 与 连续 
4. 证 明 无 穷 小 量 的 等 价 关 系 具有 下 列 性 质 
(D a~a( 自 反 性 ); 
证 明 lim 和 =1， 所 以 a~a 
(2) i a—. W B~a( 对 称 性 ) ; 
证 明 amg Wim 条 1， 从 而 lim ZA 因此 3 
(3) 若 ao 一 8，8~y， 则 一 X( 传 递 性 ). 
证 明 车 a~p, gi, W lim $=lim Ê + lim 21, [Hit ay. 


B 
5. 当 xz-~0 hj, WEF Vat — a Caz0) J& XT ac f e 阶 无 穷 小 量 ， 则 是 多 少 ? 
va te Va 1 B. 
解 因为 lim P GR E D 所 以 当 >o 时 ， 无 穷 小 量 Va 十 x 


VaCaz70)& XT. x W 3 阶 无 穷 小 ， 即 人 一 3. 
6. M zx-~>0 时 ，VI 十 a 夺 一 1 与 sin?xz 为 等 价 无 穷 小 量 , 求 a 的 值 . 
S ”因为 当 z>0 时 ， ViFas 1-40, sinr-c. 


ax? 
E »- 
moi 得 o 


7. 已 知 当 z-~>0 lij. (012-a22)* —1 与 1 一 cosz 是 等 价 无 穷 小 量 , 求 常数 a. 
(1 十 az2) 计 一 1 


解 依 题 意 得 lim — P 一 | 

2 (0Dcasf)$—1 |, e$«9*«^5—] , In(lcaz?) |, Zug 2 
EROS n L-—eges in I 一 ceosz Deet ie 3:3 3^ b 
Bibl a=. 
8. 4 r0 mj, em —e Haer 是 同 阶 无 穷 小 量 ， 则 ”为 ( D. 
(A) 5 (B) 4 (3 (D 2 


解 Bye —e-e[ece|-»—1], x pipi x0, em 7? —1-— (cosi? —1)— 
gi TES 

一 后 加 所 以 选 (A). 
9. 4 r0 时 ,下 列 4 个 无 穷 小 量 中 比 其 他 3 个 更 加 高 阶 的 无 穷 小 量 是 ( 


CA) ln(1 十 z) (B)e—1 (C) tanz—sinx (D) 1—cosr 


解 lim d 一 让 


2-0 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


—sinr 


lim 


选 (C). 


10. i x—>0 if, e 


1 d, 


tanr(l— cosx) 
3 


ERI 


CA) a—b-—1,. c—0 


一 (到 十 pz 十 c) 是 比 字 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 其 中 a， 


(B) a=c=1, b=0 


(C) a=c=2, b=0 (D) a=b=1, c=0 
解 rti GER Lim Ce" 一 (az 十 pz 十 c)] 王 0， 所 以 c—1. 
ph 2 d "Fe 
o Hof (az ostol y, IT : 1 å 2) 0. 
Lei T ef T X 


所 以 b—0. a=1. 
选 (B). 


11. 设 lim rz) 及 limg(z) 均 存在 , Wimke 1. 
ac ay zzog(Z) 


(A) 存在 
(C) 不 一 定 存在 


B) 不 存在 
(D) 存在 但 非 零 


解 若 img(z) 一 0， 则 lim 人 型 不 存在 ; Fling, W lim L ee. 故 选 (C). 


12. at lim, ca 


EUR. 


BELL im: 
13. DI : 


= lim Jee, 
steel +e” 


EAE. 


一 2 


e, 


(D lim deba! 


SR PA 


Hee 


(Bee K 
Lef —T52x) 


Za 


2a 


Den ee 0 


z?52* d-10x4-10 


解 ” 原 式 


lim 


lim 
sb 


[2 


2 


14-22 m. 


2-0 


0，< 是 常数 ， 则 


第 1 章 


十 6 
(3) lim accord 
bi 
AI — lim 一 0 
解 ali 
ET s 
e. r1) (9a T2) 
We — 
(Ar4-1)" (924-2) be 249 
n a DEE, bk 
d pe" (6z— D^ pre (sl) 
39 x 


Dex (GI, 


14. 求 下 列 极限 : 


COST 


(D lim ———; 
fa 
解 An, 原 式 =lim 一 Y= 一 1. 
2 » y 


(2) limtan2xtan (F — z) D 


4 


PY NN e . tany ,. y 
f wap SE 2 原 式 ee iom CN 


。 cos3z 一 cos5z 
(3) lim———; ——-. 
aal 4 


解 ” 原 式 tin 1 E 1—cos5r 


li cosdz—1 ,,. 1 一 cos5r 
im : lim z7 


a0 TO 
a —K9g3* 45... (55)* 
un 2x4 7 Em See Se 


15. 分 析 下 面 求 极限 limtanz 二 so 的 解法 是 否 正 确 . 


一 
当 ve HP. tanrc]. sinrcc. meer Im 
a0 X ep T 


函数 、 极 限 与 连续 


解 ” 在 利用 等 价 无 穷 小 量 代 换 求 极限 时 ， 只 有 对 所 求 极限 式 中 相 乘 或 相 除 的 因 式 才能 用 


等 价 无 穷 小 量 来 替代 ， 而 对 极限 式 中 的 相 加 或 相 减 部 分 则 不 能 随意 替代 . 
16. 计算 下 列 极限 : 


(D limzcotz; 


P 


` 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


SR 原 式 一 lim> Se limzcosr-—l. 
0 


sin. a0 


© li Zarcsin.x 


im ; 
so E C 


pir bun, 


"E " 
sin 二 sin — 
UT s 2-5) i 6x? +10 
解 原 式 2 5z2 十 3zx im ER E 
& S 
BE E 
gek 5 
(4) lim2"sin 工 是 不 为 0 的 常数 ; 
on . sin 5, 
解 ” 原 式 = sn lim ein z;— lim "E 
E 
(5) fen H. 
aA 
_ 1 Sin(c— x) 
解 原 式 一 lim 7-1. 
(6) lim 一 一 -一 ， 
aot V1 一 cOST 
SS 原 式 = lim lim V2 42. 
zeot [1 2 sot T 
2 
r—sin2r 
en EE 
1 sets 1 p. Wi i 
解 原 式 Bo | sin3x ED. à sinàr 1+3 ` 
14 1 十 3。 
x 3x 


(8) lim 一 一 一 一 一 ; 


解 “ 原 式 一 li twit DUIH+t DD li dë 


E lim: im 
zo sinz( y1+x+1) x7 sinr(y1+r+1) 
za. 
2 
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(9) lim(1—3)2*; 
zm 
S ^ 。 原 式 一 lim(1 一 z) C0? =e, 
2 


ao) i-i). 


x 


aD lim (L4 


EI 


EC 习题 解析 (上 ) 


1.7 函数 的 连续 性 与 间断 点 


1.7.1 知识 点 概况 
1. 设 函 数 y= 二 f(x) 在 某 U(zo) 内 有 定义 ， 如 果 limf (zx) 二 f(xo)， 那么 就 称 函数 f(x) 在 


点 zo 处 连续 . 

2. id Az 一 zx 一 zo， 称 为 自 变量 z 在 点 ze 的 增 量 或 改变 量 ， 相 应 的 函数 y 在 点 ze 的 增 量 
记 为 Ay=f G2) — f Gi — f God Ax) — f Gs). 

3. 设 函 数 y — fGo EX U(Czo) 内 有 定义 ， 如 果 limAy 一 limLA(z 十 Az) 一 /(zo)] 一 0， 那 
么 就 称 函数 y 三 A(z) 在 点 xo 处 连续 . 

4. 函数 y 三 f(x) 在 点 ro 处 连续 的 定义 ， 也 可 用 如 下 e 一 6 语言 来 描述 ; 设 函 数 y 二 f(z) 在 
某 U(Cz ) 内 有 定义 . 如 果 对 于 任 给 的 二 0， 总 存在 着 00. 使 得 当 |zx 一 zw | 二 6 时 有 | f(x) 一 
fn) | <e, JE ZA CER ERO y 二 f(x) 在 点 zo 处 连续 . 

5. VERRE y 三 (x) 在 某 U- (zo) 内 有 定义 ， 如 果 lim f(x) 三 f(zo)， 则 称 y 三 A(z) 在 点 x 


ac 


处 左 连续 ; 设 函数 y — f GO ER Us (zo) 内 有 定义 ， 如 果 lim f(x) 三 f(zo)， 则 称 y— f Go fE 


zerg 


点 zo 处 右 连 续 ， 
6. 左 、 右 连续 与 连续 的 关系 : 函数 y — FC) TE X, xo 处 连续 等 价 于 y 一 7(Cz) 在 点 DER 
右 连 续 又 左 连 续 ， 


7. 设 函数 f(x) 在 某 U(zo) 内 有 定义 . 如 果 函 数 f(z) 有 下 列 三 种 情形 之 一 : 
(D 在 zo 没有 定义 ; 
(2) 虽 在 xz。 有 定义 ,但 lim f(z) 不 存在 ; 


G) 虽 在 ro AEE limf fF. fH lim f G0 7 f Gr. 


8. dilimfG) =A, 而 了 在 点 x。 没有 定义 或 者 有 定义 但 是 f(xo) 隆 A， 则 称 点 zo 为 了 的 


可 去 间断 点 . 
9. 车 函数 /在 点 re 的 左 、 右 极限 都 存在 ， 然 而 lim fA lim f(x)， 则 称 点 ze 为 了 的 


pet zez 


跳跃 间断 点 . 
10. 可 去 间断 点 和 跳跃 间断 点 统称 为 第 一 类 间断 点 ， 其 特点 是 函数 在 该 点 处 左 、 右 极限 
都 存在 . 函数 的 所 有 其 他 形式 的 间断 点 ， 即 使 得 函数 至 少 有 一 侧 极限 不 存在 的 点 ， 称 为 第 二 类 


EJ 


间断 点 . 
1.7.2 习题 解答 


1 


1. 已 知 rœ 


ü. r— 


解 因为 limf/(x) = lime =e E 


Beil a—et. 


a-d-bz!, <0, 


2. i f) =d i 
es > 


解 因为 lim jz) 一 lim(e 十 bx” )—a. Jim fta) lim 
z=0 


SR 


(cosx)" , rz0, 
E x—0 处 连续 ， 则 a 二 
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hasin) — 2sinf $a (3)! 


lim 
a ET F c9 ai 


E =g SS 


et, 而 f(00—a. 


fk x—0 处 间断 ， 则 常数 a 与 2 应 满足 怎样 的 关系 ? 


sinba? 


b. Bri asch, 


3. 设 F(z) 和 8g(Cz) 在 (一 cc， 十 co) 内 有 定义 ，F(Cz) 为 连续 函数 ， 且 f(x) 隆 0，g(x) 有 间 


断 点 ， 则 ( D 
CAD g[f(z)] 必 有 间断 点 
(CH [g Go ]* 必 有 间断 点 


(B) EEA A 


D) f[g(z)] 必 有 间断 点 


R 若 FGO EC eiii, WE g(x) 一 /(x)F(z) 必 为 连续 两 数 ， 与 题目 中 g(x) 有 


Leen 
间断 点 .矛盾 . 选 (B). 


1. VC /(z) m lim. A. iibi SO RIC OO. 


CA) 不 存在 间断 点 
CC) 存在 间断 点 xz 一 0 


解 因为 f(x)= s 


5. 讨论 函数 fG)— lim 7 y 


S NOE. 

=i; 0c |x| «1. 
och |z| 21. 

së [x]. 


(B) 存在 间断 点 zx 一 1 
(D) 存在 间断 点 z 一 一 1 


Fax, Leet, 
z= le 所 以 选 (B). 
0, z&;—13X x1, 


连续 性 . 


fGodgC—oo, —1), Gil, Dis (0, D, 41， 十 ce 上 连续 . 


EC 习题 解析 (上 ) 


lim fG)—1. lim fG)——1. 


ac» aC) 


limfCz)— —1. 

EI 

lim f(z)— —1. lim f(z)=1, 
EI 


所 以 ，7z) 在 zx 一 士 1，0 处 间断 ， 属 第 一 类 间断 点 ， 其 中 z 一 0 是 可 去 间断 点 ，zZ 一 士 1 
为 跳跃 间断 点 . 
6. 研究 下 列 函 数 的 连续 性 : 
Zs Deels 
2—2; Leer 
解 已 知 多 项 式 函 数 是 连续 函数 ， 所 以 函数 f(x) 在 L0，1) 和 (1，2] 内 是 连续 的 . 
在 x=1 处 ,因为 f(1)=1, 并 且 


lim f(z)= limz?’=1, lim f(x)= lim (2—x)=1. 


zl zl 一 amt a 


所 以 lim7Cz) 一 1， 从 而 函数 f(x) 在 z=1 处 是 连续 的 . 
综 上 所 述 ， 函 数 F(z) 在 [0，2] 上 是 连续 函数 . 
dën — ls 

n= 
1, jelai 
解 B ERE c— — 18 x—1 处 的 连续 性 . 
在 x= 一 1 处 , 因为 f( 一 1)= 一 1, 并 且 

lim f(x)= lim 1—1zf(—D. 


oraw] 


z=- TCD 
lim f(x)= lim r=—1=f(—1), 
(一 DT apt 


所 以 函数 在 zx 一 一 1 处 间断 ， 但 右 连 续 . 
在 x=1 处 , 因为 f(1)=1, 并 且 
lim fCx) — lim x—1— f(D; lim f(x)= lim1—1— f(D. 


所 以 函数 在 zx=1 处 连续 . 
综合 上 述 讨 论 ， 函 数 在 (一 <"， 一 D) 和 (一 1， 十 cc) 内 连续 ， 在 zx 一 一 1 处 间断 ， 但 右 连 续 . 
7. 下 列 函数 在 指出 的 点 处 间断 ， 说 明 这 些 间断 点 属于 哪 一 类 ， 如 果 是 可 去 间断 点 ， 则 补 
充 或 改变 函数 的 定义 使 它 连续 . 
-i 
a= iet 


(Dy 


Ta Eua 


Fl lietoti- u — y WR e 
8H y PIET, G- pQ I 因为 函数 在 x 二 2 和 xz 一 1 处 无 定义 ， 所 以 zx 一 2 和 


eg mn, 
aere, BibL x2 Deng ERR, 


EA 
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Däin lime D.— —2. BibL z 一 1 是 函数 的 第 一 类 间断 点 ， 并 且 是 可 去 间断 点 . 在 


二 1 处 , $ y= 二 一 2， 则 函数 在 x—1 处 成 为 连续 的 . 


(2) y T" r—kx. s=kr+ 5 (k=0, +1, +2, 8 


NES mitt r=krk EZ) I a=k t OCDE X. 因而 这 些 点 都 是 函数 的 间断 点 . 


D Hen bert), i x 二 kx(k 关 0) 是 第 二 类 间断 点 . 


r=kxtanT 
"UE AE s X — Nl suc = E y —2K [i 
因为 limianz 一 1， OREZ), W x—0 f x Ar 十 >(AEZ) 是 第 类 间断 
2 


点 ， 且 是 可 去 间断 点 . 
y|:=0 二 1， 则 函数 在 x 二 0 处 成 为 连续 的 ; 


e 
令 z 一 Ar 十 了 时 ，y 一 0， 则 函数 在 zx 一 姑 十 处 成 为 连续 的 . 
(3) y=cos? L, z-—0; 


解 ”因为 丽 数 y cos! 士 在 x 一 0 处 无 定义 ， 所 以 a Je iC y cos? 二 的 间断 点 . 又 因 


为 limeos’ 二 不 存在 ， 所 以 x=0 是 函数 的 第 二 类 间断 点 . 
ën zz, 
(4) y— z-—1. 
395 aSk 


SE 因为 lim fCz) — lim Cz—1) —0.. lim f(x) — lim (3 一 x+) 二 2， 所 以 x— 1 是 函数 的 第 
Bez * 1 


E E ES 


一 类 间断 点 ， 且 为 跳跃 间断 点 . 
8. 讨论 函数 /(z) Melen 的 连续 性 ， 若 有 间断 点 判别 其 类 理 . 


=g; [zl 
52. Gw 
BS f(x) limi d lz|=1, 
Se lala 
在 分 段 点 zx 一 一 1 处 , 因为 lim f(z)= lim (一 x)=1, 
二 一 
lim f(x)= lim x= 一 1， 所 以 z= 一 1 为 函数 的 第 一 类 间断 点 ， 且 为 跳跃 间断 点 . 


zeont aD 


TE BE r—14b. 因为 lim fx) — lim x—1. lim f(x) lim ( x) 1， 所 以 zz) 
为 函数 的 第 一 类 间断 点 ， 且 为 跳跃 间断 点 . 


EC 习题 解析 (上 ) 


1.8 连续 函数 的 运算 、 初 等 函数 的 连续 性 、 
闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


1.8.1 知识 点 概况 


1. 设 函 数 f(x) 和 g(z) 在 点 xz。 E WRR Saga), fa) e gla), e o 


gCn 2750 时 ) 在 点 xo 也 连续 . 

2. 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 L. 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 ,那么 它 的 反 函 数 — f (y) 
也 在 对 应 的 区 间 D,— (y: y= 二 f(x)，zE1.} 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 . 

3. 设 函 数 y= flea) JH AA y= f G0 53 PR u 二 g(x) 复合 而 成 ， ÚC) C Dpr Filimg e) = 
uos MAR y— FGOTE uo 连续 ， W lim f[ g Cc) ]-— limf) — fuo). 

4. 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 是 连续 的 . 

5. RRA SOEKE I EO XE XC. 如 果 有 xzoET， 使 得 对 于 任 一 ZET， 都 有 f (x) 过 
f(zo)( 或 f(z) 三 f(xo))， 则 称 f(zo) 是 函数 f(x) 在 区 间 IT 上 的 最 大 值 (最 小 值 ). 

6. (有 界 性 与 最 大 值 、 最 小 值 定理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 该 区 间 上 有 界 且 一 定 能 取得 
它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

7. 如 果 z 使 得 f(xo) 二 0， 则 点 zo 称 为 函数 f(x) 的 零点 . 

8. (零点 定理 ) 设 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a, IEN, H f(a) 与 ri, D fa) * Thi 
0， 那 么 在 开 区 间 (a,， 内 至 少 有 一 点 < 使 得 f(&)==0. 

其 几何 意义 为 : 如 果 连 续 曲 线 弧 的 两 个 端点 位 于 zx 轴 的 不 同 侧 ， 那 么 这 段 弧 与 x 轴 至 少 
有 一 个 交点 . 

9.( 介 值 定理 ) 设 函数 /(zx) 在 闭 区 间 La, 5] 上 连续 ， 且 在 这 区 间 的 端点 取 不 同 的 函数 值 
f(a)==A 及 f(b) 二 B， WA, 对 于 A 与 B 之 间 的 任意 一 个 数 C， 在 开 区 间 (a, 5) 内 至 少 有 一 
Ae, E1 OC. 

10. 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 必 取 得 介 于 最 大 值 M 与 最 小 值 m. 之 间 的 任何 值 . 


1.8.2 习题 解答 


e e e 


1. 求 函数 roi: 的 连续 区 间 ， 并 求 极限 limf(z)，lim f C) Kim f Go). 


Leg 
"ei a (x3 r—1 30 
- - oos Le 点 x 二 
解 Toi A Ea Gl3G-2 ^ ARES o) 内 除 点 工 一 2 


EI 
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和 c— —3 外 是 连续 的 ， 所 以 函数 f(x) 的 连续 区 间 为 (一 oo,， 一 3),， C73. 2), (2, +20). 
在 函数 的 连续 点 x 二 0 处 ， limf(z) = f(0) = 1. f PCI I Bi z=2 M z=—3 处 


Gr-F3)(r—DG--0 G—DG-41) 8 
GT 3)(7—2) r—2 5* 
2. 设 函 数 f(x) 与 g(x) 在 点 r 连续 ,证 明 函 数 oC = max {f(z), gG). G2 — 
min{ f(x), gr) EA xo 也 连续 . 
证 明 已 知 limf(x)=f(xo), limg(x)=g(zo). 
drei, $$ 


可 以 验证 


limf(x)=lim co. lim fx) — lim 
a2 r2 工 > 一 3 工 > 一 3 


pz) = ta) + |f GG]. 


dall tat +g(z)—|f(z)—g(z)|]. 


因此 gn) m EUG) iG) + | f(z) —g(z0)|], 


Grad? SI Darts) Fée) uo Y], 


因为 limp(z) 一 lim d CfG) -g GO 9- |fG—gG2l] 
um Pu 


Him frai" limga) +| lim f) — limg(z)|] 


Sisi Letz E js 


所 以 P(z) 在 点 xo 也 连续 . 

同 理 可 证 明 y(z) 在 点 xo 也 连续 . 

3. 求 下 列 极限 : 

aO» lim /2* 2x5; 

SR ”因为 函数 FG — Va! —2x--5J& WI AER C. FG ERR —0 有 定义 ， 所 以 
lim4/z* —2r4-5— f(0) 0 一 2X0 十 5 一 V5. 


0 


(2) lim(sin22)*; 
rari 


解 ” 因 为 函数 f(z) 一 (sin2z)? 是 初等 丽 数 ，/(z) 在 点 z 一 下 有 定义 ， 所 以 


lim sin22)* — LZ (sin 于) =1. 
sg 


(3) limln(2cos2x); 


Ps 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


解 ” 因 为 函数 f(x) 二 ln(2cos2x) 是 初等 函数 ，/(zz) 在 点 x 二 吝 有 定义 ， 所 以 


limIn(2cos22) -f(z)- In (2cos Zä 


We? 3 
$ 
(4) lim E LL, 
E # 
一 e 
fü lim lim im 
eg z "0 rG/rd1-41) 一 oz(VZz 十 1 十 1) 
e" 1 1 1 
lim 


Seet) «FIL» Y 
(85) lim ENE, 


. V5z 一 4 一 zz ，(CV57z 一 4 一 Vz)CV5z 一 4 十 Vz) 
解 lim 一 lim， 
= zl m0 (z 一 1D)CV5z 一 4 十 Vz) 


47 一 4 4 - 4 


im im 一 2. 
一 5X1 一 4 十 VI 


一 aaa 


£-La.; eg 
解 Jig Sin — sina c gg 
za r—a za r—a 
sin 二 
limcos S * lim — cos 874.1 cosa. 
2 


(D lm Fa yF e), 


z+ 


n e (r tr yra da tartya) 
[4 lim C /z? -r— /a^—2)-— lim 
ebe Se Cz a at m) 


" 2r " 2 
lim lim Lm 
aS 十 Zz 十 Been) PE EE EH 
4. 求 下 列 极限 : 


(1) lime? ; 


TES Wi 
解 limer 一 ee.= 一 eo 一 1. 


oo 


(2) limln ZZ. 


a0 T 


m ee Sa nflimsaz In1—0. 


aci 
EI 
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(3) lim (1+ 十 j: 


fü lim(14+4 ) lim (1+4) ] et =Ve. 


oo 


(4) lim(1 十 3 tan2zr)eoeri 
2 


H 
解 lim(1 十 3 tan^229** —lim[ (12-3tan! r)" T — e. 
e ru 


6) lim (45) P 
T- 77 
aile =e ig r= 


ZS? dd — -$ 
Spelz) et, 
V1 十 tanz 一 V1 十 sinz 
s JEFES 


m lim Lc tane 7 VIT sinz 
Se? x JI-tsnr—zr 


lig lang 1--sinz) C 4/1--sin? x 4-1) ( /1-Ftanz -- /1--sinz ) 
i 
”7xZCV1IT+sin zx 一 1)(VI 二 sinzz 十 1) ( 1 tanz- 1- sinz ) 


(6) lim 


ege SS ste 
(tanz 一 sinz)(WVITSinzz 十 1) "eg db eA (z) 1 


li : 1 e 
Ge sin! zt /1--tanxz 4- /1--sinx) zo c sinx Gi a 2 
e e, x«0, , 
5. 设 函 数 roi: 应 当 如 何 选择 数 a, 使 得 7Cz) 成 为 在 (一 ="， 十 ce ) 内 的 
atr, zt, 


连续 函数 ? 


S ”要 使 函数 F(z) 在 (一 c"， 十 cc=) 内 连续 ， 只 须 f(z) 在 x 二 0 处 连续 ， 即 只 需 
人 


zx>0 
因为 lim f(x) — ner —]. lim f(x)= lim (a+x)=a, HrHL Hist a1. 
a9 ËM zeot 
m 1 
sinrcos —. r0. 
6. 确定 上 的 值 ， -| e 在 zx 一 0 处 连续 . 
E xr—0 


fg f(0-—k. r—0, limsinr—0. cos 二 的 绝对 值 小 于 等 于 1. ik F(z) 一 sinzeos 二 一 0， 


所 以 ， 当 k=0 时 ,有 limf(z) 一 1(0), 即 f(z) 在 zx 一 0 处 连续 . 


37] 


EC 习题 解析 (上 ) 


1 


7. 计算 函数 f(z) 一 二 志 的 连续 区 间 - 

解 、 因 为 函数 是 初等 函数 ， 它 们 的 定义 区 间 就 是 连续 区 间 ， 所 以 连续 区 间 即 为 (一 2，2). 
8. 指出 丽 数 na mp, Aust, 

解 ” 因 为 其 为 初等 函数 ， 定 义 域 为 (一 oo，0) UC(0,，DUQ, +), 在 x 一 0， x 二 1 无 定义 . 


在 z=0 处 ,limf(z) 一 lim sinz __]，x 一 0 是 可 去 间断 点 . 


ip 
在 zx=1 处 ， limf) — lim SB =, 2—1 是 第 二 类 无 穷 间 断 点 . 


H 


9. 试 确定 a 和 的 值 ， 使 /(x) — C SS Co, E ESTIS 7 0 和 可 去 间断 点 c 1. 


解 因为 f(z) 在 z==a， x—1 DEER H, zo, zl 为 f(x) 的 间断 点 . lim f(x) —lim 


e*—b — - 
eau- D € 
又 由 于 x 三 1 为 可 去 间断 点 ， 有 


"T" e—b um ef 一 六 
e e 


Esth. Mik be. 


10. 证 明 方程 è —3x—1 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 2 Ze fü]. 
证 明 设 F(z)= 瑟 一 3z 一 1， 则 F(z) 是 闭 区 间 [1，2] 上 的 连续 函数 . 因为 F(1) 王 一 3， 
了 (2)=25，f(1)f(2) 二 0， 所 以 由 零点 定理 ,在 (1，2) 内 至 少 有 一 点 $， 使 得 (6) 王 0， 即 x—e 
是 方程 2? —3x— 1 的 介 于 1 和 2 之 间 的 根 . 因此 方程 x 一 3 二 1 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 2 之 间 . 
11. WEHE r=asinr +b, Hi a0. b>0， 至 少 有 一 个 正 根 ， 并 且 它 不 超过 a+b. 
证 明 设 f(z)=asinz 十 5 一 x+， 则 f(z) 是 [0, a 十 6] 上 的 连续 函数 .ff(0)=56,，f(a 二 6b) 
asinCa-0) 4-b— Ca- b) —a[sinCad-b) —1]«C0. Zi f (a--b) —0. WIRD r=a+b 就 是 方程 x 
asinr+b 的 一 个 不 超过 a 十 b 的 根 ; 车 f Cad-b) 0. W f(0)f(a 十 56) 二 0， 由 零点 定理 ， 至 
少 存在 一 点 sE CO. a+b), W f(&) 二 0， 这 说 明 + 二 也 是 方程 + 二 asinz 十 b 的 一 个 不 超过 a 
+o 的 根 . 总之， 方程 zx 一 asinz 十 至少 有 一 个 正 根 ， 并且 它 不 超过 a+b. 
12. 设 函 数 f (x) 对 于 闭 区 间 [a, 0] E RI ERE PR m. y. EA | feo foo | 
L|x—y|. PLIERS HAOS. 证 明 : 至 少 有 一 点 6 (a. b), 使 得 f) —0. 
WEBB 设 zo 为 (a, 5) 内 任意 一 点 .因为 0x lim | f(r)— f(r) | Tim L | 2| 70» 所 以 
Jm! toi fCro)|=0, Wi F= /aa). 因 此 ODHE Ca, b) gp xe S. 同 理 可 证 f(x) 在 点 


a 处 右 连 续 , 在 点 0 处 左 连续 ,所 以 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 . 因为 f Cx) f£ [a. 0] EXE 
f(a)f(5b) 二 0， 由 零点 定理 ， 至少 有 一 点 EE Ca. b), 使 得 /5) —0. 


EJ 
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1.9 总 习题 解答 


1. 填空 题 
1 
a) Lie 
函数 f(z Ke End 
In(zx+4)>0 
解 ” 欲 使 函数 有 定义 ， SÉ D en, BEDLER BUE A NR Co 3. 
rd420 
十 co). 
e 25s ms 
(2) 设 函 数 n r—0, Wlimf(z)— 
sinr—cosr. r<0, 
解 因为 lim f(z)= lim (sinz 一 cosz) 一 一 1，lim f(z)= lim (*—2)— —1. Bibllimf Go 
一 一 1. 
(3) x=0 是 F(z) 王 zcos 去 的 间断 点 . 
解 lim/(z) 一 limzeos 去 一 0， 所 以 sn 是 第 一 类 间断 点 ， 且 为 可 去 间断 点 . 


E A 


(4) 要 使 f) — Oba?) ”在 z=0 处 连续 ， 应 补充 定义 /(0) 的 值 为 
解 ” 因 为 f(z) 在 点 z=0 处 连续 ， BU Dm ft ai f0), 


dt 
Xlim f) —lim[ a+" | "Let, BR fme, 


a —1 
—ás 9 a, 

(5) iE f(x)—4 7—1 在 zx 一 1 处 连续 ， 则 a= 
| 


A 3 一 
解 、 因 为 SORR, HA lim = lima, WR e lim(z2+z+D 一 3， 所 以 4 
a xut a1 


一 3 
(6) dE fCr)—a*. gn) —2*, WAR CT etc 
f f(gz0]—fq-qg»r-ze. 


CD OC FG = TEREORA : 


Sn 
zi ， 解 不 等 式 组 得 (一 2，3]. 


Z 十 2 天 0 


解 ” 欲 使 函数 有 定义 ,， 则 zz 应 满足 


EC 习题 解析 (上 ) 


(8) eh ^us. 

E ”观察 函数 存在 间断 点 ， 即 间断 点 为 方程 之 一 3z 十 2 一 0 的 解 ， 因 为 此 方程 为 二 元 一 
方程 上 且 A>0， 所 以 此 方程 有 两 个 解 ， 故 诛 函 数 有 2 个 间断 点 . 

2. 选择 题 

(1) 数列 有 界 是 数列 收敛 的 ( Js 

CA) 充分 条 件 B) 必要 条 件 

O 充分 必要 条 件 (D). 既 非 充分 条 件 又 非 必要 条 件 


解 ” 数 列 有 界 是 数列 收敛 的 必要 条 件 . 


1 P. 
e» lim | cg zt "ani. C X 
(A21 (» li (C) ec q» li 
; n 
r : Lii at 1521. 1 ; 1 
8 oRE-lim(1I—-—.*3—4 7*5 m) al 


l, zt, 
(3) 已 知 rozi " Wim fGx) —( J. 


(A) 0 


e X— 


(B) 1 (C) co (D) 不 存在 


解 ” 函 数 极限 和 在 点 z==1 的 函数 值 无 关 ， 所 以 lim/z) 一 liml 一 1 
(4) x 一 0 时 ,1 一 cos27 是 x? 的 ( A 


(A) 高 阶 无 穷 小 量 B) 同 阶 无 穷 小 量 ， 但 不 等 价 
O 等 价 无 穷 小 量 (D) 低 阶 无 穷 小 量 
1 
去 (2z)2 
解 amis lim z z 8. 
0 T TO T 


所 以 当 x—>0 时 ，1 一 


无 穷 小 量 
(5) 如 果 xz 一 oo 时 ， 一 和 -二 -是 比 -二 高 阶 的 无 穷 小 量 ， Wa. b. c MWEC 
(A) a—0, b=1, c—1 (B) a#0, b—1. c 为 任意 数 
(C) a#0, b 和 cc 为 任意 数 (D) a. b, c 都 可 以 是 任意 数 
解 eemen, iml 0, Bast, b, c 为 任意 数 . 


wax’ d bxc 


(6) Æ x0 时 ,下 面 说 法 中 错误 的 是 ( A. 


(A) zsinz 是 无 穷 小 量 (B) zsin 二 是 无 穷 小 量 


Ji 


次 


cos27 是 x? 的 同 阶 无 穷 小 量 ， xim ges 一 了 关 1， 故 二 者 不 是 等 价 
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(O 二 sin 二 是 无 穷 大 量 a» 二 是 无 穷 大 量 


解 lini atu IREE, Ep An 工 不 可 能 是 无 穷 大 量 . 
X T x T 


per] 


(D üml£l-( > 
wen T 
(A) 0 (B) 1 (© 一 1 (D) 不 存在 


€ Be lain SA ge | lim (~Z )=—1. 左右 极限 存在 但 不 相等 ， 故 极限 不 


aot x zeot x a0 x P 


3. 计算 题 
2r+1, xz0, 
(1) 设 f(zx)= xk füz—1. 
Fpi ee 
2(2»—19-Is 2z—1z50; 
解 f(2x—D-— 
(8z—1)*--4, Zs—1«0. 
47 一 1， ims 
B f(2r—1)— 
Ax! —Axd 5, ac. 


(2) 设 当 zx>0, a(x) 二 Vi 二 3z 一 V1 一 3x ~Ar, GE AER. 
R ”因为 [CI 十 3zs) 一 1] 王 [(C1 十 3zs) 二 一 1][(1 十 3zs) 寺 十 (1 十 3zs) 寺 十 1]， 


所 以 (1 十 3zx3)3 一 1 Lä Z 
(1 十 3z3)5 十 (1 十 3x3)3 十 1 
(1+3z)$—1_.. Lä) NET 
所 以 lim lim - lim t 
—-——- aACEL ) +13 TFI] x 6932 
e e: 
Harel 
3 3. 3 — - 
ae? ne LER EC 


| 341 341 
gno [ S9 25 L «€ Dus 1] j—6— GEN 
aal r X 


W alr) 223. BI A—2. k—3 为 所 求 . 


(3) sili toss 
0 


rtanr ^ 


解 ” 原 式 =lim EE i lim2—2(1— cos2xr—22?, tanr—zr). 
二 0 


zen * Go sen I 


EH 


Die 导数 与 微分 


2.1 导数 的 概念 


2.1.1 知识 点 概况 


mU —— 


1. BER y — f GO TEE U Gr WAE XC. 若 极限 Jim 存在 ， 则 称 函 数 y= 


f(z) 在 点 xo 处 可 导 ， 并 称 这 个 极限 为 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 导数 ， 记 为 (zo), 或 y loose 


dy df (zx) 
dz | z=z dr 54 


4 Ar—ax—xo. Ay—f Gd Ax)— fGn. W) 


u d fGa- Ax) — f Gs) 
f' Ga) limo lim AZ $ 


如 果 上 式 的 极限 不 存在 ， 就 说 函数 SOODE ze AART E. 
2. 如 果 函 数 y 三 A(z) 在 开 区 间 了 内 的 每 点 处 都 可 导 ， 就 称 函数 f Go TEJT EX I8] 工 内 可 导 ， 
此 时 ， 对 于 任 一 ZET， 都 对 应 着 f(x) 的 一 个 确定 的 导数 值 . 这 样 就 构成 了 一 个 新 的 函数 ， 这 


个 丙 数 叫做 原来 函数 > 一 /(z) 的 导 两 数 ， 记 作 os Go. D TIED. gen Go f ies 


Ho SF Ge ) 就 是 导 函 数 了 (x) 在 点 e= ro 处 的 函数 值 ， 即 f(x0) — f GO [ios 
3. 设 函 数 y — FG TEE U+ (zo) 内 有 定义 . 若 
lim L2 — 6 OR iii f(xot Ax) — f(xo) 


i an Ax 
存在 ， 则 称 这 个 极限 值 为 函数 ym SOE ro 处 的 右 导数 ， 记 为 Gn. 
设 函 数 y — f Co) fg SU (zo) 内 有 定义 . 若 


lim L — 6 lim f(zot Ax) — fin) 


ac Ar 
存在 ， 则 称 这 个 极限 值 为 函数 y — 7(z) 在 点 z 处 的 左 导 数 ， 记 为 f- Ge. 
左 、 右 导数 统称 为 单 侧 导 数 . 
4. 函数 f Cn) TE X xo 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左 导数 和 右 导 数 都 存在 且 相 等 . 


ei geg 


EC 习题 解析 (上 ) 


5. 函数 y= f GO TERR mm 处 的 导数 (xo) 在 几何 上 表示 曲线 y FG EX M(xo，f(zxo)) 
处 切线 的 斜率 . 
如 果 y 三 f(z) 在 点 ze 处 的 导数 为 无 穷 大 ， 那 么 这 时 曲线 y 王 f(z) 在 点 M Cro fn) b 
具有 垂直 于 工 轴 的 切线 工 一 z. 
由 直线 的 点 斜 式 方程 可 知 ， 曲 线 y 一 7(z) 在 点 M(x。，yo) 处 的 切线 方程 为 
y—3—f' GG 328). 
过 切 点 M(x。，wo) 且 与 切线 垂直 的 直线 叫做 曲线 y 二 f(z) 在 点 M(x。，yo) 处 的 法 线 . 如 果 


了 (zs) 了 0， 那 么 法 线 的 斜率 为 一 记 记 ， 从 而 法 线 方程 为 
WW 三 — pe 


6. Han y= SOTEM Ant, Bim P ede EL f Ceo). 此 时 有 


— s um o nio 
这 就 是 说 ， 函 数 y 三 f(x) 在 点 ze 处 是 连续 的 . 所 以 ， 如果 函数 y — fO YE SX oo 处 可 导 ， 
则 函数 在 该 点 必 连 续 . 但 是 ， 另 一 方面 ， 一 个 函数 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 处 可 导 . 


2.1.2 习题 解答 


1. 选择 题 
GE, 
CD VERRE ro- 377 TSW AOE at Ei 1. 
zë, x1, 
CAD 左 、 右 导数 都 存在 B) 左 导数 存在 ， 右 导数 不 存在 


O 左 导 数 不 存在 ， 右 导数 存在 D 左 、 右 导数 都 不 存在 
解 ” 左 导数 存在 ， 右 导数 不 存在 ， 选 (B). 


i. 
Alain x7 
二 


0. 
(2) 设 函 数 ro- fE x—0 übnpSe. W a. 4 的 值 满足 ( ^ 


ax-cb, et 
CA) a—0, b=0 (OD a=], 5—1 
(C) a 为 任意 常数 ，0 一 0 D) a 为 任意 常数 , 5 二 1 
Z Es - xzsin 一 一 0 
解 jo £52 T0) li axd-b—b ds Wi iig 55 AY lim £ 存在 且 为 
e 一 0 be dë SE zx-——0 be. 


a. Bil a=b=0. 选 (A). 
(3) dE fGO RIS. FG — fa) A+ |sinr|), W f(0)—0 是 FE x—0 可 导 的 ( Je 
(A) 充分 必要 条 件 (B) 充分 条 件 但 非 必要 条 件 


EI 
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CCo 必要 条 件 但 非 充分 条 件 (D) 既 非 充分 条 件 也 非 必要 条 件 
D Klim LA) — FC lim (+ [sina ) — f+ [sin |) 


[en] h Aan D 


limt UF sinh |) — f0) 
h0 h ý 


W| f(0)—0 是 F(x) 在 x=0 可 导 充 分 必要 条 件 . 

2. 判断 题 

CD 若 SODH ro 处 左 、 右 导数 都 存在 ， 则 f(x) 在 xo 可 导 . ( ) 

解 错 , 车 SOE a 左 、 右 导数 存在 且 相 等 ， 则 f(x) 在 IS. 

(2) Æ flr), gE x, 可 导 , H f Gg C). W f(xo)=g(zxo). ( ) 

解 错 , 车 FGz)，g(z) 均 在 x, 可 导 , Hf Gg Gi. WA fi) =g) tC, H 
中 C 为 常数 ， 

(3) Æ flr), gE zo 可 导 , H f(zo)==g(zo), 则 (xo)=g (ro). ( P 

解 ” 错 , 例如 f(z)=z 十 1，g(x)==2zx 在 +==1 时 函数 值 相等 , HAIO- g O2. 

(D Æ xr € Gr, —0. totò), xa 时 f(x) 二 g(x), 则 了 f(z) 和 g(x) 在 zx。 处 具有 相同 的 
可 导 性 . ( ) 

解 ” 错 ， 因 为 可 导 必 连续 , 车 SOOM g(x) 在 xo 处 连续 性 不 同 的 话 ， 则 f(z) 和 g(x) 在 
zo 处 的 可 导 性 就 一 定 不 相同 . 

(5) 车 存在 ze 的 一 个 邻 域 (zo 一 8，xzo 十 6)， 使 得 zxE (zo 一 9，zo 十 9) 时 f(z)==g(x)， 则 
f(z) 和 g(x) 在 xo 处 具有 相同 的 可 导 性 . 若 可 导 ， 则 f Cr =g Gn). ©) 

S 对. 

3. 计算 题 

(1) 已 知 直线 运动 方程 * 一 3 如 十 2t 十 1， 分 别 令 AC 1. 0.1, 0.01. RA (92 至 :一 2 十 
At 这 一 段 时 间 内 运动 的 平均 速度 及 上 一 2 时 的 瞬时 速度 . 


解 s(22-AD —5(02 [3 (2 AD? -2(29-A0 -1]—(3 * 22-2* 271) 
At At 


ZAC FLA 
At 


因此 从 £—2 28 £—2-- Ac 的 平均 速度 是 14 十 3At. 分 别 将 At Bf 1. 0.1, 0.01 代入 , R 
出 平均 速度 分 别 为 17，14.3 ，14. 03. 在 上 一 2 时 的 瞬时 速度 是 14. 

(2) 等 速 旋转 的 角速度 等 于 旋转 角 与 对 应 时 间 的 比 ， 试 由 此 给 出 变速 旋转 的 角速度 的 定义 . 

解 ” 变 速 旋转 的 角速度 包括 平均 角速度 与 瞬时 角速度 . 平均 角速度 是 差 商 概念 ， 从 t 至 


t+At 时 间 内 的 平均 角速度 为 季 一 < 人 一 2D， 瞬时 角速度 是 导数 概念 ， 从 1 至 :十 At 时 间 


一 14 十 3At 


内 的 瞬时 角速度 为 lmelg 一 lim&t 十 AD 一 9CD 
AroAt so At 


el 


EC 习题 解析 (上 ) 


(3) RHR y—cosz 在 点 (0，1) 处 的 切线 方程 与 法 线 方程 . 
解 y 一 一 sinz，yY 1:-。 王 0， 所 以 切线 和 法 线 方程 分 别 为 y=1, r=0. 
(4) 求 下 列 函数 的 导 函 数 : 


D file: 

D fo x20; 
at, CH, 
£ 

© jet wie 

0. r—0. 


- E Lesen, x—0 处 导数 不 存在 . 
1 十 er zr(lctex)! 


(5) 设 有 一 吊桥 ， 其 铁 链 成 抛物 线形 ， 两 端 系 于 相距 100m 高 度 相同 的 支柱 上 ， 铁 链 的 最 
低 点 在 基点 下 10m 处 ， 求 铁 链 与 支柱 所 成 的 夹 角 . 


解 建立 平面 直角 坐标 系 ， 则 这 个 抛物 线 型 方程 是 ,一 起 0 一 10， 对 此 求 导 得 ， Ox 


解 f(x)= 


和 3x， 那么 在 点 (一 50，0) 处 的 切线 方程 是 y 一 一 也 x 一 20， 则 夹 角 为 0 一 瑟 一 arctan Z, 


$25 导数 与 微分 


2.2 求 导 法 则 


2.2.1 知识 点 概况 


l. 如 果 函 数 “一 wz) 及 v 一 zz) 在 点 工 可 导 ， 那么 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 ( 除 分 母 为 零 的 
点 外 ) 都 在 点 工具 有 导数 ， 并 且 
[uCz) 士 zw(z)] =u (7x)+tv (x); 
[uCzr) e vlr), =u (vr) tu rv Go; 


EE 
vix) v (x) , 


2. ly RE ERG fO) E IX IB] T, 内 单调 、 可 导 且 f O00. EA ZB E y= f C 
在 对 应 区 间 Lie r= fO), yE) AET. 并且 


ps ) H dy 1 
L# Go] =F ERC 
dy 
3. WR ug TER x nS. 函数 y — fO TER u— g Gon 5. 那么 复合 函数 y= 
JfLg(x)] 在 点 xz 可 导 ， 且 其 导数 为 


$- fo) . a! Gom i 0 . T 
A. 常数 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 : 
(1) (OCH zs (2) (a7)'—na"!; 
(3) (sinz) —cosz; (4) (cosz) — —sinz; 
(5) (tanz) — sec zx; (6) (cotz) — — esc^z; 
(7) Gecz)' —secrtanz s (8) (cscz) — — escrcotz; 
(9) Ca*)'—a*lna; (200) (e) =e; 
(1D (dogar) = L ; (12) (utes 
xlna T 
(13) (arcsinz) 一 (14) (arccosz) “一 一 ; 
Alz Las 
(15) Carctanz) =z: (16) Carecotz — — 5. 


2.2.2 习题 解答 
1. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 导数 : 


ea 


` 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


COD dE fG) —sinz—cosz. RI leas Zil 


解 f(x)=coszx 十 sinz， Pleg ES, f'G)|.-:—2. 


D dE neies RO, fw. 
T cosr-d-rsinr " - D 
| Con SE ， ff (0)=1, f GO t 


2. RFI S: 
WEE ET E 
解 y =4r +3. 

(2) y=2 


(5) y=xsinz cosx; 
/ 
BR y 一 zcosz。 


(6) y—.rtanr— cotz; 


解 anre 


(7) y—e'cosz; 


解 y =e (cosr— sinr). 


解 y= Ls 


(9) ya? logia; 
BR y —32x logsz 十 zz log; e. 


. 1 十 lnz 
人 

/ 2 
解 y= 


一 ln 


(11) y—a*arcsinz; 


$25 导数 与 微分 


fü y 二 2xarcsinz 十 


(12) y=arctanz’. 
$- md 

解 y EEN 

3. Wb f) — Va! sinr, RFA f Go. 
S d x 2 
——r 9sinrd-z?cosr, Zë, 

解 ro- 

05; = 


4. EECH f Go) —arctanz? , RL 


dr | ai 


3 


z=0 ES 


dy 
m dx 


5. 设 /( 去 z)=sinz, RPI] S. 

解 [f(x)]=f Gin2z) 72cos(sin22) ; 

UF Lf Go ])' —4cos(2sin22) * cos2x. 

6. 设 函 数 f(z) 和 g(x) 均 在 ns 的 某 邻 域内 有 定义 ，f(z) 在 zo Ab RT SR. H f Gn) —0. 
g(x) 在 zo 处 连续 ,讨论 f(x)g(z) 在 xo 的 可 导 性 . 

解 可 导 ， 且 导数 为 六 (zo)g(zo). 这 是 因为 


Pai Ph, fr) ， TN 
F Xs Se EEN EEN Beta gn). 
lim C8 CO — fen Jet ze) lim) 
EM X— Xo eem X— Xo 
e (x) 3 a 
RE . Iimgtz) —f Cro) gro. 


EC 习题 解析 (上 ) 


2.3 高 阶 导数 


2.3.1 知识 点 概况 


l. 一 般 地 ， 函 数 y — f GO I SIC y 三 (x) 仍然 是 关于 xz 的 函数 . 我 们 把 y = f o 
数 叫做 函数 y=/(z) 的 二 阶 导数 ， 记 作 ^s ORES, qm 


=V, f'G)-Lf'Go]'. PI (8). 

相应 地 ， 把 y 二 f(z) 的 导数 广 (z) 叫 做 函数 y= 二 了 f(z) 的 一 阶 导 数 ， 并 简称 为 导数 . 类 似 
地 ， 二 阶 导 数 的 导数 叫做 三 阶 导 数 ， 三 阶 导 数 的 导数 叫做 四 阶 导 数 …… 一 般 地 ，n 一 1 阶 导数 
的 导数 叫做 nn 阶 导数 ,分 别 记 作 
Py dy ,dy 
dei" dz” T das" 

函数 SOORA n 阶 导数 ， 也 常 说 成 函数 f(x) 为 nn 阶 可 导 . 如 果 函 数 fO TERR x 处 具有 
n 阶 导数 ， 那 么 函数 f(x) 在 某 U(z) 内 必定 具有 一 切 低 于 nn 阶 的 导数 .二 阶 及 二 阶 以 上 的 导 
数 统称 为 高 阶 导 数 . 

2. 如 果 函 数 u—u C) v= 二 v(x) 都 在 点 x 处 具有 n 阶 导 数 ， 那么 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 


Ir yP, yt 


Qro)? — M uP, Kip, Su, v — v. ZARRA SEC JE PSI. 
k=0 


2.3.2 习题 解答 


1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 ; 
(D y 一 2z2 十 lnz; 


解 y'—o^5 (eL y 4 i. 


(2) yc ee, 


1 
2Vz 


m 1 二 pl o 1 - 
- | T FPES J JE 
解 y =y) [e S +e ( )] FE Leien Ce SH 


(3) y=sinaz cosbr; 


解 y'—CG^' —(acosax —bsinbx)' Ca? sinax- b cosbx). 
y e: 


(4) y=ln(r+ V1l+zx’); 


I HE 1 
解 y=(y)'=| 2 All ( y 二 一 一 . 
TUS i Vat Kc» 


第 2 章 导数 与 微分 


(5) y—tanzr; 
解 y =y) Gec x) —2secr * tanx * secr=2 EE 
cos'x 
(6) y-—arctan mi Re 
2 
1 2 E 
V MA | d SS 
解 ?一 (7 ) Imc 一 ) | [27] EIS 
2. 求 下 列 函 数 的 阶 导数 : 


(1) y2xe'; 
解 y"—Gdonme. 


(2) y—xcosz; 


解 y” nemei Zeil "acos( 4-7). 


解 yo 一 (一 D" 2 


(4) y 一 ln(3 十 7z 一 6z2)， 


w CC D C727 (—D1 , C7 D727(i— D! 
解 y (3—22) i (OF 32)" 


3. 已 知 函 数 veer, ok vi. 
SR HIE, y” — (JZ)'e'cosGrd-:) — 4e cosz. 


4. 设 函 数 > 一 5(y)，y 一 7(z) 都 存在 二 阶 导 数 ， 求 复合 函数 > 一 5LJ(Cz)] 的 二 阶 导数 ， 


d 
[4 Sa foU Go Y a Loon. 


5. 求 函 数 SO =r MAHE x — 0 处 的 nn p S (0 (1:3). 
fg /0(00-—C—-D"?n(—10)O-—3)!. 

6. 设 f(x) —arctanz, 3R f™ (0). 

S ”利用 展开 式 : H (Oe, f9*»()—(C-D'(24)!. 


EU 


EC 习题 解析 (上 ) 


2.4 隐 范 数 的 导数 、 对 数 求 导 法 、 参 变量 函数 的 导数 


2.4.1 知识 点 概况 


l. 如 果 在 方程 F(x，y) 二 0 中 ， 当 xz 取 某 区 间 内 的 任 一 值 时 ， 相 应 地 总 有 满足 这 方程 的 
唯一 的 y 值 存在 ,那么 就 说 方程 F(x，y) 二 0 在 该 区 间 内 确定 了 一 个 隐 函 数 . 
2. 对 数 求 导 法 适用 于 求索 指 函 数 y= Lu Go]? 的 导数 及 多 因子 之 积 和 商 的 导数 . 设 y— 
f(x)， 两 边 取 对 数 得 
lny= lnf(x), 
两 边 对 工 求 导 ， 注 意 到 y—»Gofs 


ly- [Inf Go ]' . 
Mm y'— fGoInf Go) ]'. 


=g(1)， 
Se EE eng 确定 的 ， 则 称 此 函数 关系 所 表达 的 函数 为 


X 
y=y 


由 参数 方程 所 确定 的 函数 ， 简 称 为 参 变量 两 数 .其 导数 为 入 一 步 (入 ， 也 可 以 表示 为 科 一 


elelee 


2.4.2 习题 解答 


l. rb FRU BEBE Ga i o ct c 
OD 有 y! —3axy—0; 


解 ay— r? 


y —ar 


(2 Af — ryty =l; 


m =y 


天 一 2 

(3) y! Län Ai: 
rty 

RS 1T" 


enn 


(4) ry—e 


g OC 
人 一 起 


$25 导数 与 微分 


2. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 二 阶 导数 全 


COD P aa y=ab; 
DN 
avl 


[ 一 
(2) y 王 1 十 ze 


e"(2—ze") 
b (1—ze)** 


(3) +y =r; 


2 
解 -= 
(4) y! —2pz. 
2 
Li =i 


3. R FAS MCI EE E o c jc : 


r-—at, 
(D 
yb; 
3b 
解 yr 
r—(l-—sin0). 
(2) 
y—6cosó; 
cosU— sint 
RS 1—sin0— 0cos0* 
x—Bt—PF. 
(3) i 
Sg 
3 
解 z0*D. 
r-—lnü-c:f), 
(4) 
y=arctant. 
1 
解 v. 
6 ai F A . dy 
y=a(l1— cost), dei del 
解 dy Se 1 dy sinz 
dris i-mi ” del, 1 一 cosr 
2 
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5: unn 


“_， 。 在 点 一 1 处 的 切线 与 法 线 方程 
ied 
解 matge KRITE e, 


Sultan, ok y. 


m x "^ 8 InC14-2?) , arcta 
解 、 由 已 知 得 ，Inyarctanxln(1 十 z*) ， 两 边 分 别 求 导 得 Wie ean]. 
则 y =ar [ln(1 十 z2) 十 2zarctanz]. 


7. 若 函 数 f(x) 和 g(x) 在 x 可 导 , H tin, f(20,. R y= "Vf GO WI SEC 


解 ” 由 已 知 得 ，Iny = Inf (zx) 则 1 = f GOgG)—g (fr)nf (x) d 


ER d 
go)" y E Cafta) 那么 y 


FG gG) — g fnf) | 77 
IPTE Ze 


$25 导数 与 微分 


2.5 函数 的 微分 


2.5.1 知识 点 概况 


1. 设 函 数 y — f OER U Go PEE XC. 当 给 zx, 一 个 增 量 Ar, H z 十 ArEU(zo) 时 ， 
相应 得 到 函数 的 增 量 为 Ay= /zs 十 Az) 一 F(zo). 如果 存在 不 依赖 于 Ar 的 常数 A， 使 得 Ay 
可 以 表示 为 Ay==AAz 十 o(Az)， 那 么 称 函 数 f(x) 在 点 z 是 可 微 的 ,而 AAz 叫做 函数 > 一 
f(z) 在 点 za 的 微分 ， 记 作 

dy las —AAz 3X df x) lz- — AA. 

2. 函数 f Ce) E e ze 可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 f(z) 在 点 xo 可 导 ， 且 当 函 数 GO ERR 

xo 可 微 时 ， 其 微分 一 定 是 dy— f C Ax. 


2.5.2 习题 解答 


1. 求 下 列 函 数 的 微分 ， 


— A" 
(1) y2x 245034 175 


M -rtg — a Jdr 
(2) y—zsin2z; 
f  (sinZr--2xcos2z) dz. 
(3) 一 

1—2£ 
CLF 
(4) y= Aar); 


2In(1—2z) 
二 一 


dz. 


da. 


(5) y—e*cosbz; 


f c" (acosbx —bsinbx)dz. 


EA 1 
(6) y=arctan (ESCH 


Ze 
8 Lt 


2. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 Ay 及 dy: 
(OD air, EA zl: 


dz. 
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Ow 
高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
解 Ay|:-: 王 2Az 十 (Az)2 dyl: =dz. 
(2) y 二 Vr 二 1， 在 点 r—0. 
l 


解 ^yl.2o— VIT Ar—1,. dal zl, 


E 


2.6 总 习题 解答 


l. 填空 题 


第 2 章 导数 与 微分 


FI+z) 十 F(1 十 2sinz) 一 2F(1 一 3tanz) _ 


CD 车 函数 f GO fe c— 1 处 的 导数 存在 ， 则 极限 lim 


lig ÉL EF E 2sinz) —2 f —31ana) 


g 


fg 
a0 x 
= limf LE — ren LL) 2sinz) — fA) g pen (07 3tan2) — fA) 
a0 E d ef X a0 z 
jmf E — 0D | pel LE 2sinz) TL | pel LL Stan) 7 f(OD 
PE x "I 2sinx a0 —3tanr 
—f (1)+2f (1)+6f (1) 
=9f (1). 
(2) 已 知 f( 一 x)= 一 f(x), 且 f( 一 x0)=k， 则 (xo)= 
emt lig ZS) C720. dmd) 
S [Ca E rd z- m Ts E 
^m, A A 
fe) = lig 2 f(z0) 4 z——y pe FC el 
zzo Ze — — Xo 
= lim AV fe, 
f a YT To 
uk o. a f -—cosr) 
. 由 
G) B fO) —1, fräie, Wim 75 
解 Fist uf e ros 
22 Ls 
qw 
= A 
Slim 1—ctos£e 
4 1 一 cosz 一 vli Nit) Lis 02 AO) l vom 1 
= x y PI y 2 2 
(4 Him Län EA — f Gar? gett W= 
P Ar 3 
flzotkAz)— f(zo) anf EAD — fla) 1 y 
E Ax Ln me gf Loi 
所 以 4 一 于 . 


(5) 设 > 一 sinz? ， Ju Fr in 
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EC 习题 解析 (上 ) 


gs 
解 oer, Wain, EIN ër teost DE 


(6) es d lk, wr i ) 


Ei 


e e Se 1 ， 
解 MEAE S (3) CDt, Wille, free, Mitte 


ma rr) 
CD 设 y— y GO hFE et + cos Cry) —0 确定 ， wg- 


解 X RFI eU y)0—sinG) Gr xy) —0, 
所 以 EAH y) —sinGey) rt y). 

oi i E 
i 得 /— JSinGry) —e : 
则 解 方程 得 y ety—zsin(zy) 


gp d = ysinGry) ^e"? 
dr / e*?"—zsinGry) 


bw AR 


(8 mad “上 对 应 点 :一 2 处 的 切线 方程 为 


y=t 

解 _ 蜡 - 至 一 1， 即 切线 斜率 为 1，t 一 2 时 ， 点 为 (5，4)， 点 斜 式 方程 y 一 4 一 1 * (x 一 5)， 
EMH y=]. 

(9) MR y= ine 上 与 直线 z 十 y 一 1 垂直 的 切线 方程 为 

解 直线 x 十 y 一 1 的 斜率 为 一 1， 所 以 要 求 的 直线 方程 斜率 为 1， 曲线 Y 一 二， 此 时 xz 一 1， 
点 为 (1，0)， 点 斜 式 写 方程 为 ?> 一 zx 一 |. 


2. 选择 题 
a) ERU I LH a 则 函数 f(z 在 z=a 处 ( ). 
Ze a 
CA) 不 一 定 可 导 B) 不 一 定 可 导 , 但 f+ (4) 二 A 
(O 不 一 定 可 导 , Dr (a)=A D) 可 导 , H f(a)=A 
f 选 (A). 
` vsin. rz. 
(2) 设 函 数 ai 的 导 函 数 在 zx 一 0 处 连续 ， 则 参数 4 的 值 满足 ( Jo 
0. r—0 
CA) A70 (B) A21 (O A22 (D) RE 
e Ja Zeen i). r0 
解 f(z)= T T 
De z=0 


Ei 


922 导数 与 微分 


若 导 函数 在 +==0 处 连续 ， Milon "Dain 4 2cos 4) 0， 则 2 一 3 之 0， 即 4 之 3. 


© Efa, 则 36>0, Pi A, 

CA) f(x) 宇 f(a) (rE (a—6, atd)) 

(B) Lais f(a)Gr€ (a—6, ac 00) 

(CY fr) > Flay Gr € Ca, a8), fi — f(a)(r€ (a—8. a)) 
(D) f(x)<fla)lrE la, a+8)), f(z)>f(a) (rE (a —0, oi) 
解 rain, W f(z) 在 a 的 某 邻 域内 是 增 函 数 ， 

WK fGo toi, x€(—8, a), fi f(), x€(a, ató. 


Vx. xz0, 

(D 设 EH Wc ) 
V —ms £905 

(A) f(z) 在 z=0 不 连续 


B) F OFE 
O 六 (0) 不 存在 ， 曲 线 y= 7Cz) 在 点 (0，0) 处 不 存在 切线 
D) A (0) 不 存在 ， 曲 线 y= f(x) 在 点 (0，0) 处 有 切线 


解 ” 选 (D). 

f- (0) — lig £2 — 9) lim 729 fen, e, 
207 Ed 297 T 207 T 

J O= lim EAO lim E We +=, f, (0) e f. 0), HEAS CO 
zot zot zot 


不 存在 .但 在 (0，0) 存 在 切线 ， 且 切线 为 y 轴 . 

(5) Wt F(z) 具 有 任意 阶 导数 ， 且 Go — fA GO. Wn AKT 2 的 正 整数 时 ，f(z) 的 n 
阶 导数 /" (z) 是 ( D. 

CA) nll FD (Estro (OH [f(]* (D) n! Lf Go ]" 

解 f'GO—f'G). f'G)-2f6G) * f (x)=21f (7), 

f" G)—6f! G) * F G)—3Yf* G). 所 以 f? G)n!LfGo]". 

(6) 3E f(z) 在 z=a 的 某 个 邻 域 内 有 定义 ， 则 FG E x—a 处 可 导 的 一 个 充分 条 件 是 ( ) 

CA) lim A [f(a--3-) co ee a» li AHED PRU ggg 

c lig (CHO Ca I e (Dj lig OAOD e 


S ”由 可 导 的 定义 可 知 选择 (D). 
(7) 设 函 数 y 二 f(x) 在 点 x 二 xo 处 可 导 ， 当 自 变 量 zx 由 ze 增加 到 xoc Ax 时 ， 记 Ay 为 


7 (CD 在 点 as 的 增 量 ，dy GOES ao Dä, Mim T oo 等 于 ( o), 
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xw 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
QAO) —1 (B) 0 (C) 1 (D) ce 
m lig A d lim E C Ax 0CA2) ]— f Gr) Ax 
Asch AT Ar>0 Ax 
— lig A2 =0. 
Aro 
3. 计算 题 


(1) y-In[cos(107-32?) ]. RE, 


一 6zsin(10 十 3z?) _ 


et e 2 
cos(10-- 357) Grant 103-32? ). 


dy. e 2) y— 
fg Ee In[cos( 103-32?) ] 


(2) UR ,一 y(z) 是 由 方程 mn V2 Fy arctan 之 确定 的 ， RE. 


解 Fina? + y) m arctan 2", 两 端 对 工 求 导 数 ， 并 注意 到 y—»Go. f 


jy 
1 1 dy l dr 
. (2xt2y 过) 一 。 ， 
2 ZHy 7 d. TIED E 
a 
ganglis, 
E d4—3 
r-e'sint, diy 
(3) B Rue 
y-—e'cost. e 


m dy. e'cost—«e'sint  cost— sint 
dr essint 十 etcost sintd- cost 


dy cost— sint 
dy dydy dE . dt ut dCe'sinz) 
dx” dr ( dx ) dt dr dt dt 
— o 
(costt sint)? 一 


e'sint+e'cost et(sint 十 cost)” 
(4) 已 知 fas. A f? c0). 
See UAI e 2 

aF (3 ke 
Pæ 241—24 Y-Hiz X1—2» B+ rw 


(1—32)* t= 


由 数学 归纳 法 得 当 n=2k 时 ，f 中 (0)==n1; M n=2k+1 t, f” (0)==0 


解 f(z) 5n f'(0-0. 


2, 
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(k=1, 2, 3, 


BIR 微分 中 值 定 理 和 导数 的 应 用 


3.1 微分 中 值 定理 


3.1.1 知识 点 概况 


1.( 费 马 引 理 ) 设 函数 f(z) 在 某 U(zo) 内 有 定义 ， 并且 在 xo 处 可 导 . 如 果 对 任意 的 zxE 
U(xzo)， 有 f(z) 过 f(zo)( 或 f(z) 宇 f(xo))， 那么 f(zxo)=0. 

2. 导数 等 于 0 的 点 称 为 函数 的 驻 点 (稳定 点 或 临界 点 ). 

3. 设 函 数 f(x) 在 (a,， 05) 内 有 定义 ，zxoE (a， b). E YEXEU CD NE ffl), WE 
f(zo) 是 函数 f(x) 的 一 个 极 大 值 ; 若 在 某 U(Czo) 内 有 f(z) 宇 f(xo)， 则 称 FCzo) 是 函数 f(x) 
的 一 个 极 小 值 . 函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ， 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 . 

4. (〈 罗 和 尔 定理 ) 如 果 函 数 y= fF GO il E 

CD 在 闭 区 间 [La,，6] 上 连续 ; 

(2) EFKE Ca, OATS: 

(3) 在 区 间 端 点 函数 值 相等 ， 即 f (a) 二 f(b). 
那么 至 少 存在 一 点 £€ (a. 0) ， 使 得 fce) —0. 

5. 购 尔 定理 的 几何 意义 : 在 每 一 点 都 可 导 的 一 段 连续 曲线 上 ， 如 果 曲 线 的 两 个 端点 高 度 
相等 ， 则 至 少 存在 一 条 水 平 切 线 . 

6.( 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ) 如 果 函 数 y= f(z) 满足 : 

(1) 在 闭 区 间 La,， 4b] 上 连续 ; 

(2) EFKE, 5) 内 可 导 . 
那么 至 少 存在 一 点 £€ (a. b), 使 得 f(0) 一 f(a)=f Eba). 

7. FD- fGa) — f' C) Co— a) W WI ERD EL rp ELA SR. 这 个 公式 对 于 5<a 也 成 立 . 拉 格 朗 
日 中 值 公式 还 有 其 他 形式 . 设 x HKH, 6 内 一 点 rH Ax MER VÉ 3 — 83 CA 70 2X 
Az<0)， 则 在 Lz，z 十 Az](Az>0) 或 Lz 十 Az，z](Az<0) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 公式 ， 得 
f Get Ax) — f) 9 f Gc -0Nx) Ax(0—8—1). 


EC 习题 解析 (上 ) 


8. WERE f(z) 在 区 间 I 上 的 导数 恒 为 零 ， 那么 f(x) 在 区 间 T E TROU EXC. 
9.( 柯 西 中 值 定理 ) 设 函数 f 和 下 满足 : 

(D Æla, 6b] 上 连续 ; 

(2) Ela, DNTS; 

(3) F#0, 对 任意 的 XE la, b). 


则 存在 £€ Ca. b), emi o c 


3.1.2 习题 解答 


1. 判断 题 

CD. 设 函 数 f(x) 在 点 ze 的 某 邻 域 U(Czo) 内 有 定义 ， 若 对 任意 的 xzEU(Czo)， 有 fa) 
fn). W f Cro) =0. ( ) 

解 错 ， 函 数 f(x) 不仅 要 在 点 z 的 某 邻 域 JU(Czo) 内 有 定义 ， 而 且 要 在 xo 处 可 导 . 

(2) 驻 点 是 二 阶 导数 等 于 零 的 点 . ( ) 

BR 错 , 驻 点 是 一 阶 导数 等 于 零 的 点 . 

(3) 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 特例 . ( ) 

8 x 

(4) 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 连续 ,I 内 可 导 且 导数 恒 为 零 ， 那么 f(x) 在 区 间 1 上 是 一 
个 常数 . ( ) 

解 ” 对. 

2. 选择 题 

CD 下 列 条 件 中 ( ) 不 是 罗 尔 定理 的 条 件 . 

(A) f(z) 在 [a, b] EXE (D f(x) 在 [a， b] E RT A 

(CO) f(z) 在 l(a, 5) 内 可 导 (D) f(a)— fb) 

解 选 (B). 


(2) 设 a>0>0，?>1， 以 下 结论 正确 的 是 ( ). 
CA) nb"! (a —b) a" —b"—na"  (a—b) 
CB) nb! (a — D) a" — b na" ! (a—b) 
(CO) nb"! (a—b)2»a" Sn (a —b) 
(D) nb" ! (a —5) za" — b" Zna" ! (a—b) 


S 选 (A)， 构造 函数 rein, (QU D. WAOE, alt, EIF IX f] 
(6， ONT, 那么 至 少 存在 一 点 EEO ai, Wen o o EO MP, 又 ryan, 
且 PCz) 在 (0， 十 cc) 上 为 增 函 数 . DOS bea. BEA fF OO fK OD f Go. FE f< 
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fi fO) ten, 也 就是 np c EOD < nar, Bl nb" (a bie f Ca) — f 0 — 


a—b ü-— 

na" ! (a—b). 
(3) VERRE fa) — Gc— D Gr—2) (zx 一 3)(zx 一 4), W f G0 —0 有 ( ) 个 根 . 
(AD 1 (B)2 (C) 3 (D 4 


解 f(x)==(x 一 1) (x 一 2) (x 一 3) (x 一 4) 在 闭 区 间 [1，2] 上 连续 ， 在 开 区 间 (1，2) 内 可 
$, Hf/D=0=f2), REDKE, FEA AEO, DE foo. 同 理 可 以 得 到 ， 
存在 点 &E(2，3), AEG, 4), EE F EDS., FED. 所 以 ， 答案 选择 (C). 

(4) LIES 则 3arccosz — arccos(3z—42?) —( Ji 


CA) x (B) 2x (C) 3x (D) 4r 
fg 设 fGO-—3arccosr—arccos(3x—42?). XJ f(z) 进行 求 导 ， 


8 3—123* 
得 f'G) 十 ， 化 简 可 得 
Wl 1 一 (42 
" - /Á1—(Gx—Az) 十 (1 一 4z2) /1- x! 
f Qm -—3* 
Lë e J/1—(3z—4z*)* 
T 1—92? +241 —16x5 + /(1—3:2)(1—42:? 
(1—2z5[1— Gz—42z?)*] 
g e VI E242 —162*  /1—947 E 242 — 16a 
Oe (3z—23255*] 
—0 
所 以 ，f(z) 是 常数 函数 .于 是 fO — f(0) — x. 所 以 答案 选 (A). 
3. 证 明 题 


E. 


2 
证 明 f(D —a'. g) — cost. 在 区 间 [x，y] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 ， 即 知 存在 满足 


(D ae, 0—x-—y-——. 求证 : a?"—a*7(cosx— cosy)a*lna. 


0<z<6<y<-2 的 e, Wm 


ay 一 ar  aflna 


cOsy—cosr  —siné 


即 a” —a* —cosr— cosy)a*lna * t 


sin 
由 于 <a, 0<sing<1, GE EXHI fS a?—a* 7 (cosr— cosy)a*?lna. 
(2) 证 明 方程 4azs 十 30z2z 十 2cz 一 a 十 5 十 c 在 (0， 1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
证 明 设 f(z)=axt 十 bz 十 cx? 一 (a 十 6 十 c)z， 显然 f(z) 在 [0，1] 上 连续 ，(0,1) 内 可 
S. BHf(O-—fO)—0. 根据 罗 尔 定理 ， 至少 存 在 一 点 EEO, DEE 六 (6) 二 0， 即 方程 


ei 


EC 习题 解析 (上 ) 


4azs 十 30z2 十 2cz 一 a 十 0 十 c 在 (0，1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

(3) 已 知 函数 FCz) 在 [0，1] 上 连续 ,在 (0，1) 内 可 导 , H f(0) 二 0，f(1) 二 1. 证 明 : 

O 存在 经 (0，1)， 使 得 f(O—1—& 

© 存在 两 个 不 同 的 点 g EO, D. 使 得 f(D * fO 

证 明 @ 令 F(z)==f(z) 十 x 一 1， 显然 R(x) 在 [0，1] 上 连续 , 且 
F(O)FOD—[f()—1]f()0— —1«-0. 

所 以 由 零点 定理 知 ， 存 在 &E (0，1)， 使 得 FCO—0. D /(0—1—4. 

© 利用 的 结果 ， 对 f(z) 在 [0， 幻 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 ， 存 在 


aen, D, H eg SE 
对 jz) 在 [s，1] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 可 知 ， 存 在 CC C. 1), 使 得 


we KOT-—fKO 6. 
T e x: 
于 是 由 式 @ 和 式 @ 可 得 f(D) * f (6)=1. 
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3.2 洛 必 达 法 则 


3.2.1 知识 点 概况 


1 当 z>a( 或 + 中) 时， 函数 /(z) 与 F(z) 都 趋 于 零 或 都 趋 于 无 穷 大 ， 那 么 
lim fers Tte. 也 可 能 不 存在 .这 种 极限 被 称 为 不 定式 极限 ， 并 分 别 简 记 为 也 或 三. 


2. 设 函 数 f(z)，F(z) 满 足 : 

(D limf(z)—0, limF(x)=0; 

(2) 在 点 a 的 某 去 心 邻 域内 ，f (zx) 及 F OKEE B. F G2 7505 
(3) limp 2A, A 可 为 实数 ， 也 可 为 士 co 或 co. 


WA lin CD is CO 一 A. 
3. 设 函 数 /(zx)，F(zx) 满 足 : 
(D limf (x)=°29, limF (x)=°9; 
(2) 在 点 a 的 某 去 心 邻 域内 ， f(z) 及 F ORFE F (27505 


=A, A 可 为 实数 ， 也 可 为 士 c= 或 co 


rx 
《3) img c = 


Al im A 


4, H 0 + oo. coco. 0°, 17, co^ 型 的 不 定式 极限 ， 可 通过 简单 变换 ， 化 为 
三 型 的 不 定式 极限 来 计算 . 


3.2.2 习题 解答 


1. 判断 题 
(D BL lim SE qe ge ( 
解 、 对 ,但 本 题 不 适合 洛 必 达 法 则 ， 因 为 lim E i EEOSE go fe, 

D Win?) sz 可 以 由 治 必 达 法 则 求 得 . ( 


解 d. 由 (1) 可 知 . 


极限 


DE: 


` 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
zX—94 3 
SS E E E ( 
。 em x " dx —3 jy. uk 3 
解 错 ， Deg ere Bes imer 3 CN 
inl E gäe 
(4) lim( 2 arctanZ.r Je 2 ( 
x 2 — 4r 
T arctan?r 
" 2 DE E 3 Si 1 2 l1 
pe sie Dm 1 lim "az ipar Pul 2 
"3 E zt 
TE E entis les. 
(5) lim( sco) 5. ( 


zd ; tan'n—2^ ta 
fox. lim( 7 cot 7) — lim DE lim a 
a0 I r-0 X“ tan 工 a0 £ 


2tanr se? x— 2x 一 limtanz Sec2 工 一 工 


一 lim 
0 DEN 20 ER 

uv Sec*r--2 tan!rsec'r—]1  , (sec'r—]1 , 2tan'zsec'r 
lim D lim x— S 
20 6x 20 6x 62 


15 li 4secírtanr 2 


38 ^ (e g 
2. 填空 题 
- 
ES 1 14? 
zt 100 i 50 
解 gli zx>0(t>c0), 则 lims 5 lim Dm lim . 
a a0 X zeo 7 ro E: pee 
e e 
i »s on, ES E 
M LAN EEN, lim eil 
(2) lim Carcsinz) * = 
zeot 
lim Iarsinzysnz 
fg lim Carcsinz)*"* — lim esiste — qr =@=1. 
Sa a0 
"A NTC 
G im pary | 
— 1i 
RU H I sët Lk li l ttz 
im pato r i mar m S 
hatat- = 
itz 
Re" EN 
lim Gd-29* 1 
z=0_1 1 2 
ld Utar 
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fg lim ( piaz ) C7 limer, 


per) 


g (= sinz xcosx — sinc 
à 1 sinr , sinr z* di rsinr 
因为 lim ln lim - lim - 
z0 | — cosx x 2-0 sinr 20 sinx 
. rCOsr— sinr i cosr— rsinr-— cosr 
lim -= im : 
van xsinx 2-0 sin r+ 2rsinxcosc 
—lim —L —]im = cd 
1 7 1 T 
z-sinr-d-2xcosr  -ocosrd-2cosr— 2xsinx d" 


WA, R= 


(5) limzcot2z — 
a0 


s CC al 
8s lini na ino 2" 
3. 计算 题 


(D limt 5, 
TO X 


PI 2 Sai Ze E 6x 6 
(2) lim-tanz 一 工 ; 
2-92 sinztan.r 
解 i tanr—zr _ y tanr—r y seca—1l j ant jmil 
z-orsinrtanr s» T?’ PET "ET ENERO Zä" 
e 1 | 3 
im rh) 
e 3 . het =3_ IFT 
解 in r)i EE SS ech 
(4) ent 
x0 Carcsinz) 
Kasel 
E Sai 1 Lu ER 
e jin Hrs imt Se iioi E 2s lim E 
2-0 (arcsinx) 20 T a0 az 23:2 /1—347 
一 下 六 
E ET 
一 6 
4 
(5) lime . 
4 


x0 


S 令 EE pul lim zee = lim = lim ec 一 十 co. 


ESI 


DA 


EC 习题 解析 (上 ) 


3.3 函数 单调 性 、 曲 线 的 上 四 凸 性 与 拐点 


3.3.1 知识 点 概况 


1. (函数 单调 性 的 判定 法 ) 设 函数 y 二 f(x) 在 La, 5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 . 
CD 如 果 在 (a, DL Tei, 那么 函数 y — f GE Las 6] 上 单调 增加 ; 
(2) 如 果 在 (a, DA f Ca) 0. 那么 函数 y= 二 f(x) 在 La， 4b] 上 单调 减少 . 
i wy 


2. Ban FG 在 区 间 工 上 连续 ， 如 果 对 工 上 任意 两 点 n. ns EA p (2273) 


IGOT IUD ， 那 么 称 f(x) 在 1 上 的 图 形 是 四 的 ; 如 果 恒 有 (S222) 07/00, 


那么 称 f(x) 在 1T 上 的 图 形 是 是 的. 

3.《 凹 同性 的 判定 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 La, 5] 上 连续 , 在 (a, 5) 内 具有 一 阶 和 二 阶 导 
He. MA: 

CD 车 在 Ca, DK DDS, WIOL, 5] E h EEE TIR ; 

(2) 车 在 Ca, DN fa<, W SADEL, 由 上 的 图 形 是 凸 的 . 

4. 设 y=.FCz) 在 区 间 工 上 连续 ，zm 是 工 内 的 点 .如 果 曲 线 y 王 f(z) 在 经 过 点 (xo，f(zo)) 时 ， 
曲线 的 凹凸 性 改变 了 ， 那 么 就 称 点 (ze，J(Czo) ) 为 曲线 的 拐点 . 

5. 确定 曲线 y 三 f(x) 拐点 的 步 又: 

CD 求 出 二 阶 导 数 "GO 

(2) 求 使 得 /" C) —0 的 点 或 使 得 二 阶 导数 不 存在 的 点 xo; 

(3) 用 zo 划分 函数 SOWEL, 并 考察 (x) 在 ze 左 、 右 两 侧 的 符号 . 当 两 侧 符号 相 
反 时 ,点 (zo。，f(zo)) 是 拐点 ; 当 两 侧 符号 相同 时 ， 点 (zs ，JCzo)) 不 是 拐点 . 


3.3.2 习题 解答 


1. 判断 题 

(OD Foz) 一 er 一 z 十 1 在 (一 cc， 十 cc) 上 单调 增加 . ( H 

f o W.fGo—e—1. H f a= t x—0. 又 当 xz<0 时 (x)<0, 1 a0 f G) 
20; 所 以 F DEC, 0) EUER. Æ, coo EARE. 


(2) 函数 的 单调 性 与 一 阶 导 数 有 关系 . ( ) 
f x. 
(3) 函数 的 四 凸 性 与 二 阶 导数 有 关系 . ( 
解 ” 对 . 
OD. f(x) 二 xt 有 拐点 . s 3 
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S d. AO f'Go—12z50 人 恒 成 立 ， 所 以 FCz) 不 存在 拐点 . 

2. 选择 题 

CD 设 在 [0，1] 上 PCz)>0， 以 下 结论 正确 的 是 ( d 

(CA) f'CO f 002 fCD FO (D fO) RD— f'C0) 
(O f(OD—f(O0f'O»f'(» (D f'O)—f(00—f002f'(C» 
解 ” 因 为 (x) 存 在， 所 以 f(x) 在 [0，1] 上 连续 ,在 (0，1) 内 可 导 ; 

则 由 微分 中 值 定理 可 知 ， 存 在 一 点 sE [0，1]， 使 得 


ren £859 un fo), 


Weizen, 所 以 了 (xz) 在 xzE [0，1] 上 为 增 函 数 ; 
所 以 FDSA AOS O), EC). 


(2) 设 在 (一 co， 十 co) 内 /"(x)220,. FOKO, m T 


CA) fg C— eo. OAAR, EO, +0) Aeka 
(B) 在 (一 cc，0) U(0， 十 cc) 内 单调 减少 
(O 在 (一 呈 ，0) 内 单调 增加 ， 在 (0， 十 吕 ) 内 单调 减少 
(D) 在 (一 cc，0)U(0， 十 co) 内 单调 增加 
zf G)—f(G) 

x E 


解 令 FG) £2, 则 F(z)= 


4 g(xz)=zxf Laei- Pai, W g (x)=f aD Haf a) f (r=rf (2) 
EEA /,G220. 所 以 当 z>>0 时 , g(x) 之 0; 当 z<0 if. g(x)<<0.g(0)=0X 了 (0) 一 


f(0) — — f(0) 2-0: BED i C2)27 (00270, WE Eist 所 以 FG SP gg oo, 0 U Co. 


十 sc) 内 单调 递增 . 选 (D). 
(3) 以 下 关于 y=lnz 在 (0， 十 c=) 上 的 凹凸 性 结论 正确 的 是 ( ». 
CA). y— Inz AR [UL tL is (B) y— Ina 既是 止 的 也 是 凸 的 
(O) y—Inz 是 凸 的 (D) y=lnr 是 目的 


D 1 D 
解 g=- y <0. 


所 以 y= 二 lnz 在 (0， 十 cc) 上 是 凸 函 数 . 选 (C). 

(4) y= 共有 ( ) 个 拐点 . 

(A) 0 (B) 1 (C2 (D) 3 

解析 y =6r, M y'—OHf. r—0. H4 zr0Hf. /"^G2020. M r<0 t, f(x) 过 0; 


3. 填空 题 
CD 着 y 王 f(x) 在 经 过 点 (zo，f(zo)) 时 ， 曲 线 的 四 凸 性 改变 了 ， 则 称 点 (zo。，f(z0)) 为 y 二 


69] 


EC 习题 解析 (上 ) 


f(z) 的 
S Da. 
(2 y—-G- Doce 有 个 拐点 . 
解 Yy'—12G-D'ce70 恒 成 立 ， 所 以 > 一 (z 十 1)4 十 er 无 拐点 . 
(3) 车 点 (zo，f(xo)) 为 y= 二 f(z) 的 拐点， 则 "Ce AE TE SX 
解 tin, 


(4) y= 


Zr € —1) 
Gei 


解 y 一 + 十 二 一 了 的 定义 域 为 {x|x 了 十 1}, H y “一 


Z 一 0， 故 拐点 为 (0，0). 
4. 判断 函数 y= 二 x 一 5z? 十 3z 十 5 的 凹凸 性 ， 并 求 该 函数 曲线 的 拐点 . 


解 ” 易 求 得 y —325—1024-3. TEEN 


; 4 dp, W 


5 
3 


5 


E 


4 y"=6x—10 dÉ ) 0, 得 xz 
当 z< 呈 时， <0， 从 而 两 数 在 (一 =-， 号 | rens 


MÀ. y 70. — , +o) bÆ. 


Xr PM. y m. DE ， 办) 为 拐点 . 
5. 证 明 题 
COD 当 20, acl Hf. RE 1--xln(4- Va?) Vat. 


证 明令 fO) —12-dn(it- Va EZ )— Va E, t€ [0, x]. 


"të 9In(et- Va EE) — < 
degt dee EE 
Wi. FOEL. x] E EAS. 所 以 Pai rn, B 
1 十 zln(z 十 ato x )-— Va! ka 14-0—a70, 


亦 即 1+arln (r+ ya Fa? )> Vat Fr G0. a). 


DE: T >P sy). 


=Iln(t+ ei FF )>0, t€ (0, 2). 


WEB] 设 f()=e, tE, +0), WE Ët A=, t€ C79, +0). 因此 


fD 在 (一 eo， 十 oo) 内 是 目的 ， 故 对 任意 的 x，yE€ (一 0， 十 00),z 关 yy， 4 E07 O0 


qe) tien 


e? (xzÉy). 
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3.4 函数 的 极 值 与 最 值 


3.4.1 知识 点 概况 


1. 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 概念 是 局 部 性 的 . 如 果 f(zxo) 是 函数 f(z) 的 一 个 极 大 值 ， 那 只 
是 就 x。 附近 的 一 个 局 部 范围 来 说 ，f (zxo) 是 f(z) 的 一 个 最 大 值 ; 如 果 就 FCz) 的 整个 定义 域 
来 说 ，f(zo) 不 一 定 是 最 大 值 . 关于 极 小 值 也 类 似 . 

2. (可 导 函 数 取 极 值 的 必要 条 件 ) 设 函数 /(x) 在 点 ns 处 可 导 ， 且 在 ze 处 取得 极 值 ， 那 么 
函数 f(x) 在 z 处 的 导数 为 零 ， 即 Cn) —0. 

3.( 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 函数 f(z) 在 点 z 处 连续 ， 在 某 U(zo ，6) 内 可 导 . 

COD 车 XE Gr, —0. zo) 时 (x) 之 0, 而 YE Le zo 十) 时 (x) 二 0， 则 函数 f(z) 在 xo 
处 取得 极 大 值 ; 

(2) 车 xE (zxo 一 6，zo) 时 了 (zx) 过 0, 而 XE Le, ro HoR f£ (2 70. WE ERE f(z) 在 xo 
处 取得 极 小 值 ; 

(3) 33 z€ ÜC, , 6) 时 (xz) 的 符号 保持 不 变 ， 那么 函数 GO e zo 处 没有 极 值 . 

4. 确定 极 值 点 和 极 值 的 步骤 ， 

(1) 求 出 导数 Cat: 

(2) 求 出 f(z) 的 全 部 驻 点 和 不 可 导 点 ; 

(3) 考察 /(x) 的 符号 在 每 个 驻 点 和 不 可 导 点 的 左 、 右 邻近 的 情况 ， 按 极 值 的 第 一 充分 条 
件 判 断 极 值 点 ; 

(4) 求 出 函数 的 极 值 点 处 的 函数 值 ， 即 算出 极 值 

5. ( 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函数 f(x) 在 点 z 处 具有 二 阶 导数 且 G0 —0.. Ca 50, 
那么 : 

COD 当 fGi ) 0 B. RE f(z) 在 点 zxo 处 取得 极 大 值 ; 

D 当 taxi 时 ， 函 数 f(z) 在 点 mm 处 取得 极 小 值 . 

6. 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a， 候 上 连续 ， 则 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 一 定 存在 . 其 最 大 值 和 最 
小 值 的 求法 如 下 : 设 f(z) 在 (a, 5b) 内 的 驻 点 和 不 可 导 点 (它们 是 可 能 的 极 值 点 ) 为 meme s 
a WERE fa)，fCzi)，…，f(zs)，f(6) 的 大 小 ， 其 中 最 大 的 便 是 函数 f(x) 在 La, 0] E 
的 最 大 值 ， 最 小 的 便 是 函数 f(x) 在 La, 5] 上 的 最 小 值 . 


n] 


EC 习题 解析 (上 ) 


3.4 


大 于 


[2 


.2 习题 解答 


1. 判断 题 
(1) 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 的 概念 不 是 局 部 性 的 . 
解 : 错 ， 是 局 部 性 的 . 


解 : 错 ， 如 y==x 的 驻 点 就 不 是 极 值 点 . 
(3) 函数 在 它 的 导数 不 存在 的 点 处 也 可 能 取得 极 值 . 
解 ” 对 .如 y 一 |z| 在 其 导数 不 存在 的 点 0 处 取得 极 值 . 
(4) 可 导 函 数 的 极 值 点 必 是 其 驻 点 . 


R X. 

2. 选择 题 

(1) 设 函数 f(z) 在 点 ze 处 可 导 ， 且 在 xo 处 取得 极 值 ， 则 ( 
CA) f' Cn )750 (B) f' (zo)=0 CO) f (zo)=0 
解 选 (B). 


[i ) 
( ) 
( ) 
( ) 


) 
(OD) Gin 


(2) 设 函 数 f(x) 在 点 xo 处 二 阶 可 导 , H f Gn —0. fa), WC y 


CAO 4 f'Gr) 0 D, DÉI f(z) 在 点 ze 处 取得 极 大 值 
(BO 当 f(x) —0 Iib. RE f(z) 在 点 ze 处 取得 极 小 值 
(C) 24 PCzo)<0 时 ， 函数 /(z) 在 点 ze 处 取得 最 大 值 
(D) 4 flx) <0 时 ,函数 f(x) 在 点 xo 处 取得 最 小 值 


解 ” 选 (A)，/(zxo) 二 0 说 明 导 函数 在 ze 左 侧 递减 ,而 (xo) 二 0， 则 导 函 数 在 ze 左 侧 


0, AWF O0, 说 明 z 为 f(x) 的 极 大 值 点 . 

(3) uni -3ax* 9-3br +c YE x 1 处 取得 极 大 值 ， 点 (0，3) 是 拐点 ， 则 ( 
CA) a=0, b=—1, c=3 (B) a—-—1. b=0, c=3 

(C) a=3, b=—1, c=0 (D) 以 上 都 错 

解 选 (A), y=3x? 十 6azx 十 36， y'—6x4-6a. 

f(—1)=3—6a+36=0, a=0, 

f(0)=c=3, 解 得 40 一 一 1， 

f(0)=6a=0, c—3. 

3. 填空 题 

(1) 函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 ， 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 ; 
S më. DIS. 

(2) 函数 f(x) 二 2x’ 一 9x? 十 12x 一 3 的 极 大 值 是 ， 极 小 值 是 e 


f f (a)—62!—18r--12, 4 了 (x) 一 0, BI x—1. r=2. i x—1 取 极 大 值 2，z 一 2 
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取 极 小 值 1. 
(3) f(x) 二 xz 的 极 大 值 为 e 


解 对 数 求 导 法 得 六 z) 一 二 (一 点 Inz 十 点 )， 可 得 出 家 大 值 为 OSet. 


CD. 函数 > 一 z 十 zz 的 极 大 值 是 ， 极 小 值 是 
m oy-T6 二 时 ,可 得 出 极 大 值 为 fum 335, gatos fO - 35. 
4. 计算 题 


A) R f(x)==2x 一 ln(1 十 x) 的 极 值 . 
S "nm, me FCz) 王 2z 一 ln(1 十 z) 的 定义 域 是 (一 1， 十 cc). 


易 求 得 PCz) 一 2 ur fo-qis- 

4 了 (zx) 二 0， 解 得 驻 点 zx 二 0. 

由 /, 60 — 1290 知 f(0)=0 为 极 小 值 . 

(2) R f(x) 2233 — 6x? —18x— 7 在 [1，4] 上 的 最 值 . 

解 易 求 得 f(x)==6x? 一 12x 一 18 二 6(zx 十 1) (x 一 3). 

令 (zx) 二 0， 解 得 x 二 一 1( 舍 去 ) 或 +=3. 

比较 fa) 29，f(3) 二 一 61，f(4) 二 一 47， 易 知 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 分 别 是 [OD — 
—29, f(3)— —6l. 


O EBD EA RRE. Mär TAE OE EEN 


大 面积 . 
解 ” 设 椭圆 内 接 矩 形 在 第 一 象限 中 的 顶点 为 MCz，>)， 则 矩形 的 面积 为 


SG Any Žr Vai—zx:, (0scxsa). 


NL * 
2s. d—2r AS G)—0, BER c 


ya — 42 
a 


V2 


DRIE S'Go 


比较 SC — SG =0, S|) =2ab 可 知 最 大 面积 为 2ab. 


EC 习题 解析 (上 ) 


3.5 总 习题 解答 


1. 判断 题 


(D arcsinz 十 arccosz 一 全 人 |z | 15. ( ) 


H H H * 
解 ” 对 . (arcsinzt 十 arccosx) 二 0, 4 r-—1. arcsinr-d-arccosc 2 


(2) elt L Sina, ©) 

解 错 . lim 07 een, 

(3) PRICE S] TL P E 55 — Dr Si of XX. ( d 

解 ” 错 .函数 的 凹凸 性 与 二 阶 导数 有 关 . 

(4) 极 大 值 就 是 最 大 值 . ( ) 

解 ” 错 . 极 大 值 不 一 定 是 最 大 值 ， 极 大 值 是 局 部 最 大 值 ， 但 不 是 整个 区 域 的 最 大 值 . 

2. 选择 题 

OD dE FGz)=azs 一 6az2 十 0 在 [一 1，2] 上 的 最 大 值 为 3， 最 小 值 为 一 29， 又 知 0， 则 
( b. 

CA) a=2, b— —29 (B) a=2, b=3 

(C) a—3, b=2 (OD) 以 上 都 不 对 

SS 选 (B). f Gr) —3az* —12ax 

4 f'(x)—0, Jl] x, —0, r=). 

则 f'G)20. x€C—1. 0]; f (xz)<0, x€[0. 2]. 

所 以 f(z) 在 zx=0 时 取 最 大 值 ， 即 F(0) 一 0 一 3. 

f(z) 在 x= 一 1 或 +=2 时 取 最 小 值 ， 


所 以 /( 一 DD 一 一 a 一 64 十 3 一 一 29， 即 a- 22, 


f(2)=8a 一 244 十 3 二 一 29， 即 a=2. 

所 以 a=2, b—3. 

(2) RRR YSS ODEA ze 处 取得 极 大 值 ， 则 ( js 

CA) f (xo)=0 (D) Gi 

(O f'G)—0 H f' Ga) <0 D) 了 (zo) 二 0 或 不 存在 
E 选 (D). 


[7 
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Së 
S 下 I 
解 ”根据 洛 必 达 法 则 知 ，lim ql se ED. 
deen nr 24 
-1+4 

lim L EE 3a t1 HH 2. 

lim BE 
4. 计算 题 


CD 将 长 为 a 的 一 段 铁丝 截 成 两 段 ， 用 一 段 围 成 圆 ， 另 一 段 围 成 正方 形 ， 为 使 两 段 面积 
之 和 最 小 ， 问 两 段 铁丝 各 长 多 少 . 


S 设 围 成 圆 的 铁丝 长 为 z-， 则 围 成 正方 形 的 铁丝 长 为 a 一 +， 于 是 圆 的 半径 r= IE 


ee 所 以 两 段 面 积 和 为 sws (+E EI, a). 


易 求 得 Say HE 4 S'(3)—0, fifi r=, 


4n Kb? 
又 求 得 Sai - ani os. 
n na _ ma _ 4a 
Bit p ERR At e He A LJ Ma LT e. 


(2) 求 FCz)= 必 (12lnz 一 7) 的 凹凸 区 间 及 拐点 . 

fg ”明显 地 ，jJF(z)=z:(12lnz 一 7) 的 定义 域 是 (0， 十 ce). 
DR f G)-42* 021Inz—4),. f Ge) —1442?Inx. 

4 f'Gx)—0,. fifi x—1. 

M r€(Q0, DH. /" 35-0. Dä, D Edif. 

当 zE(1， 十 cc) 时 ， 产 (z)>0， 因 此 曲线 在 (1， 十 cc) 上 是 止 的 . 
X f(1) 二 一 7， 所 以 曲线 的 拐点 是 (1， 一 7). 


(3) 求 函 数 G0 — 4 


qq 0208 X fh. 


—Éxi(3—2") 
GrH ED 


4 " — d " m 
S DR Go FD” f'G) 
4 f'G)-—0, 解 得 x 二 一 1( 舍 去 ), r= 


由 "o 知 函 数 f(z) 二 (zx 三 0) 在 zx=1 处 取得 唯一 的 极 大 值 . 


E 


ARM SO >E z= RK OSE. 
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41 不 定 积分 的 概念 与 性 质 


4.1.1 知识 点 概况 


1. 如 果 在 区 间 IE, MERA F(z) 的 导 函 数 为 fF(z)， 即 对 任 一 zxETI， 都 有 FG) 
f(z) 或 dF(z) 二 f(r)dr， 那么 函数 FCz) 就 称 为 FCz)( 或 FCz)dz) 在 区 间 工 上 的 原 函 数 . 

2. ( 原 函 数 存在 定理 ) 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 I 上 连续 ,那么 在 区 间 T 上 f(x) 的 原 函 数 一 
定 存 在 ， 即 存在 可 导 函 数 tri, 使 对 任 一 +ET 都 有 F(z) 二 f(x). 

3. 在 区 间 TT 上， 函数 f(z) 的 带 有 任意 常数 项 的 原 函 数 F(z) 十 C 称 为 f(z)( 或 f(x) da) 


在 区 间 工 上 的 不 定 积分 ， 记 作 | fodde, 
| reopdz=Fco+c 


其 中 ， 记 号 | 称 为 积分 号 ，7(z) 称 为 被 各 丽 数 ，7(z)dz 称 为 被 积 表达 式 ， 称 为 积分 变量 ， 
C 称 为 积分 常数 
根据 定义 ， 可 知 不 定 积分 | fde 可 以 表示 /zx) 的 任意 一 个 原 丙 数 ， 求 解 不 定 积分 就 


是 找 原 函 数 的 过 程 . 
4. 通常 我 们 把 函数 f(x) 的 原 函 数 的 图 形 称 为 /(x) 的 积分 曲线 ， 它 的 方程 为 e Ern, 


所 以 不 定 积分 | rGoda 在 几何 上 就 表示 积分 曲线 族 ， 它 的 方程 为 y=F(z) 十 C， 其 中 C 是 任 


意 常数 .将 y 二 F(z) 的 图像 沿 y 轴 方 向 上 下 平移 ， 就 得 到 积分 曲线 族 y= 二 F(x) 十 C 的 图 像 ， 每 
一 条 曲线 在 横 坐 标 相同 点 的 切线 斜率 均 相同 ， 即 切线 均 平 行 . 
5. 从 不 定 积分 的 定义 可 得 不 定 积分 与 导数 或 微分 之 间 有 下 述 关系 : 


(D SH Fada Dei, 即 [f Fda '— fco. 或 al reide |= f Gode: 


(2) | (eode Fo c. 或 记 作 | arco Fco c. 


EC 习题 解析 (上 ) 


由 此 可 见 ， 微 分 运算 (以 记号 d 表示 ) 与 求 不 定 积分 的 运算 (简称 积分 运算 ， 以 记号 AE 


示 ) 是 互 道 的 ， 当 记号 | 与 d 连 在 一 起 时 ， 如 果 | 在 d 前 面 ， 则 符号 相互 抵消 后 ， 差 一 个 常 


数 ， 


ps. 


如 果 d 在 | 前 面 , 则 符号 相互 抵消 ， 剩 下 被 积 表 达 式 站 与 | 抵消 后 剩 下 被 积 丽 数 
6. 设 函 数 f(x) 及 g(z) 的 原 函数 存在 ， 则 
[uico cT gG)]dr = [rode "Jet aide, 


上 述 等 式 可 推广 到 多 个 函数 的 情形 . 
7. 设 函 f(x) 的 原 函数 存在 , & 为 非 零 常 数 ， 则 


[irode = k| fde 是 常数 ，k 了 0). 
8. 不 定 积分 的 基本 积分 表 : 
GD | dz 一 好 十 CC 是 常数) 


(2) | dz= l 
D 


pU +C, (#1); 


3) [Tdr=Inlzl+C; 

(4) | edr=e" +C; 

c» fad = +c; 
na 

(6) | eosrdr=sine+C; 


[e] | sinzdz 一 一 cosZz 十 C; 


DU dr IE tanzd-C; 
cosg 


wf E! dx IEEE cotz-c-C; 
sin 


1 - 
(10) | IL zdx-—arctanr +C; 


unj- s 


(12) f secxtanrdr= secr +C; 


St arcsinr+C; 


WER j cscrcotzdz 一 一 cscZ 十 C; 


WER | sinhzdz 一 coshz 十 C; 


(15) f coshrdr= sinhr +C. 


4.1.2 习题 解答 


1. 求 下 列 不 定 积分 : 
知识 点 考察 利用 直接 积分 法 求 不 定 积分 . 
解 题 思路 ”利用 不 定 积 分 的 运算 性 质 和 基本 积分 公式 求 不 定 积分 . 


ofS: 


思路 ”被 积 丽 数 十 一 z+， 由 不 定 积 分 的 基本 积分 表 中 公式 (2) 可 解 . 


fü [£- [atire Z 1 十 C. 

(2) | Zut Vrdzs; 

思路 ”被 积 函数 2z4 VT 一 2x* ， 由 不 定 积分 的 性 质 2 与 基本 积分 表 中 公式 (2) 可 解 ， 
解 US 1 ac 3 dd; 


13 8 
3 十 1 


(3) | 十 2)zdxi 


思路 ”被 积 函 数 (zx* 十 2)? 二 x* 十 4z? 十 4， 由 不 定 积分 的 性 质 1、 性 质 2 与 基本 积分 表 中 公 
式 (1) 和 (2) 可 解 . 


7 
D [ce E2)!dr [e FA A Ddr = Tp HAr +C. 


cp [£2 ass 

思路 将 被 积 琴 数 变 形 为 大- =L attrita t), Dr, HER 2 
与 基本 积分 表 中 公式 (1) 和 (2) 可 解 . 

D ZS e= ift tzat e Aide ës tbat eic 


æf (+Ë Man 
思路 ”由 不 定 积分 的 性 质 1. EE 2 与 基本 积分 表 中 公式 (3) 和 (4) 可 解 . 


解 [(z--3)ar = ferde +5f Las = Athlete 


EC 习题 解析 (上 ) 


4 8 
e | (matga) 
思路 “由 不 定 积分 的 性 质 1、 性 质 2 与 基本 积分 表 中 公式 (10) 和 (11) 可 角 


4 3 1 1 ; 
* f f | sinz 十 C， 
解 It Ta A-F LE 4 E dz 十 3 ag” 4arctanx + 3arcsinz + C. 


(7) [ze aes 
思路 ”利用 指数 函数 的 性 质 2*e* — (2067. 由 基本 积分 表 中 公式 (5) 可 解 . 


解 [yea - [aoa = (Go 


oi 


vm el (2+5 )dz; 


E 


思路 “将 被 积 函数 整理 为 er (2 2er 十 zx 十， 由 不 定 积分 的 性 质 1、 性 质 2 与 基本 


elle 
积分 表 中 公式 (2) 和 (4) 可 解 . 
解 fe(2 T "I 一 2 jede fetar = Ze -/x)t C. 
(9) [Zg£a« 
BH neg 


Go np fot. 


m [fUa-[(iyaexa JS 


n3 In" dn 


L-($) 十 2 ， 由 不 定 积分 的 性 质 1 与 基本 积分 表 中 公式 


z 


SE 


(10) I T secr)dz; 
思路 ”由 基本 积分 表 中 公式 (8) 与 (12) 可 解 . 


解 |secz rane 十 secz)dz = |secztanzdz +| sec? zdr = secx + tanx + C. 


aD [si Zde; 


二 So， 由 不 定 积分 的 性 质 与 基本 积分 表 中 公式 (1) 和 (6) 


思路 ”利用 半角 公式 sinm Ce 
可 解 . 


解 IE | 一? E+C. 


dx 
aa | l-cos2r! 


[80 
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思路 ”利用 倍 角 公式 cos2z 一 2 cos*zx 一 1， 由 基本 积分 表 中 公式 (8) 可 解 . 


dr 
8 | 1 十 cos2z 2 cos'x 


(13) DLE cos2r Ke 


cosSx — STE 


tanc 
2 zx 


思路 ”利用 倍 角 公式 cos2z 王 cos2z 一 sin2z， 将 被 积 函 数 化 简 为 cosz 十 sinz， 由 基本 积 
表 中 公式 (6) 和 (7) 可 解 . 


解 | EL 7 Ae 一 I + sinz)dz = sinz — cosx + C 


cosr — sinr 


an | 588, dz 


Sin2 cos? 
思路 ”利用 倍 角 公式 cos2x 二 cos*x 一 sin?x， 将 被 积 函 数 变 形 为 csc*x 一 sec*x+， 由 基本 积 
分 表 中 公式 (8) 和 (9) 可 解 . 


| Cosi 
ES ee s e 
SIN T COS T 


dr [eta sec ider (cotz 十 tanz) 十 C 


(15) | cor zdes 


思路 ”利用 倍 角 公式 1 十 cot*zx 二 cse r+， 由 基本 积分 表 中 公式 (1) 与 (9) 可 解 . 


解 | occa | cesez Ddr (emezt) tU 


a6) | amadr， 


思路 ”利用 倍 角 公式 1+tan2z=secsz， 由 基本 积分 表 中 公式 (1) 与 (8) 可 解 . 


解 [irt | oen Ddr-tanr—r-C. 


ap [25238 nir dws 


Si Ae 
Si 


SS ”将 被 积 函数 变形 为 Zitt 一 二 由 不 定 积分 的 性 质 与 基本 积分 表 


中 公式 (1)、(2) 和 (10) 可 解 . 


Sei Jä 1 2 
解 | ALII dx [ (22 F1 za 37 Hz—arctanz +C. 


2. REIKI RI RS EROR: 
知识 点 ”含有 来 知 丽 数 的 导数 的 方程 称 为 微分 方程 例如， 方程 忆 /(z) hak 
知 函数 的 导数 ，/(7) 为 已 知 函数 . 若 将 函数 * 一 FCz) 代 入 微分 方程 ， 使 微分 方程 成 为 恒等式 ， 


则 此 函数 称 为 微分 方程 的 解 . 满足 初始 条 件 的 解 成 为 特 解 . 
解 题 思路 ”对 方程 右边 的 函数 求 不 定 积分 ， 然 后 代入 初始 条 件 求 出 常数 C 的 值 . 


DA 


EC 习题 解析 (上 ) 


dy_,s es 
w £e—28 FL. yl: 


m y= [Già eec. Walt, f C—1. OII Rl E) 6 Ae Pe 0 


D 
解 为 acte, 


dy 3 dy 1 
(iert de u EIN 2 
dy [3 1 dy 7 dy 1 
W 全 mdr ZtG, Ho n 1, 80-2. WT 去 十 2. FE 


aen äere Bert Baler, 8 C: 一 一 2， 故 微分 方程 满足 初始 
条 件 的 解 为 * 一 元 :十 2z 一 2 


3. 已 知 曲线 y 三 f(z) 过 点 (ee,，5)， 且 曲线 上 任意 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒 
数 ， 求 此 曲线 的 方程 . 


解 neum ol & fco | 二 dz 一 In|z| +C. XOU Cs 5), Br 


z’ 


以 有 5—1Ine*--C. ik C 一 2， 因 此 所 求 曲线 方程 为 f Go —Inz-2. 


4.2 换 元 积分 法 


4.2.1 知识 点 概况 


l. D FG RC Hai, ，v 一 p(z) 可 导 ， 则 有 换 元 公式 


[ieg dr= [ycolaec= | neid FGo -C— Feta, 


利用 上 述 公式 求 积分 | g(x)dz mt MER GO RE DOR GO — f/Le GO Je (zx) 的 形 

式 ， 令 uSp HITRI, 求 出 f(w) 的 不 定 积分 ， 再 把 二 g(x) 代 回 ， 那么 
[coa | iew (x)dr= [froo] e 

这 种 积分 法 称 为 第 一 类 换 元 积分 法 ， 由 于 具体 操作 时 需要 凑 成 复合 函数 关于 中 间 变 量 的 
微分 形式 ， 故 又 称 次 微分 法 . 

2. 一 般 地 ， 对 于 sin**!x cos"z 或 sin"z cos**!1x( 其 中 EN) 型 函数 的 积分 ， 总 可 依次 做 
Aik u= cosx 3X u — sinc 求 得 结果 . 其 特点 是 被 积 函数 中 均 包 含 sina 或 cosa f EUCH. d 
其 假设 为 u， 其 余部 分 可 使 用 三 角 恒 等 式 sin? x 十 cos*x 二 1 进行 变换 . 

3. 一 般 地 ， 对 于 sin*x cos*z( 其 中 k，LEN) 型 函数 的 积分 ， 总 可 利用 三 角 恒等式 sin? r= 
Ics. cos IT costo feit cos2x 的 多 项 式 ， 做 变换 u— cos2x 求 得 结果 . 


4. 一 般 地 ， 对 于 tan"z sec*x Wtan! r sex Hip kE N, ) 型 函数 的 积分 ， 可 依次 做 变 
dí u—tana 或 x= 一 secz， 利 用 三 角 恒 等 式 tan2z 十 1 一 seczz 求 得 结果 . 

5. 除了 利用 上 述 三 种 三 角 人 恒等式 之 外 ， 还 有 一 些 其 他 的 三 角 关 系 式 可 以 利用 ， 如 半角 公 
式 、 三 角 函 数 “ 积 化 和 差 ” 公 式 等 . 


半角 公式 如 下 ， 
sinz 一 2sin Zus 工 ; 
2 2 
cosr-—cos* $- sw ET 
积 化 和 差 公 式 如 下 : 


sinacosp 一 Gate" 9 十 sin(a 一 B)]; 


cosasin; ER TE ) —sin(a— 9 ]: 
dief: P. B 


cosacos; L [cosCad- ) 3- cos(a— p) ]; 
一 了 B B 


EC 习题 解析 (上 ) 


6. 常用 的 几 种 凑 微 分 的 形式 : 


(D | Dee Aide f Partidari 


sinasinff Seet F8) — cos(a— p) ]. 


C2) | fast mant as [ flar tbdtar" s 
(3) | eeu eme 


1 ds 
ofi- 
(5) | fas Sire 


© [re | rei 


(7) | reinmeosrdz= [^ sin) dCsinz) ; 

(8) | fceosr)sinzdz= E | feeosiodceosios 
(9 | ranmseerdz= | feine dranz); 
(10) Í jcotz)csczzdz 一 一 | flcotr)d( cotz); 


om) fKarctana) 


dz 一 | farcsinr)d(arcsinz); 


farctanz) 
(12) | ums Ja 4 


dz 一 IE arctanx)d(arctanz). 
7. 设 x 三 g() 是 单调 、 可 导 的 函数 ， 并且 e (O70. XE fGg COD e CO RARE RC F CO, 
则 有 换 元 公式 
[ repdz= | ftecoge coa Fo - FC? cod. 
Hop. t50 '(z) 是 x 二 g(t) 的 反 函 数 . 


8. 对 被 积 函数 含有 根 式 Var 十 5 的 情形 ,可 考虑 直接 对 简单 根 式 进行 代 换 ， 进 而 将 被 积 
表达 式 转化 为 有 理 式 . 


9. 当 被 积 函 数 为 分 式 形式 时 ， 且 分 母 形式 较为 复杂 ， 可 采用 倒 代 换 ， 即 一 二 进行 代 换 ， 


如 果 被 积 函数 存在 多 个 指数 函数 ， 且 结构 相似 时 ， 可 采用 指数 代 换 ， 即 a* 二 t 进行 代 换 . 这 
样 的 代 换 可 以 简化 分 母 形 式 ， 便 于 化 简 被 积 函 数 ， 从 而 求 出 不 定 积分 . 
10. 当 被 积 函数 出 现 a! 一 x . Vat ca. vie 形式 时 ,可 采用 三 角 代 换 ,利用 三 角 


DI 


恒等式 将 根 式 去 掉 . 


11. 通过 对 第 二 类 换 元 积分 法 的 学 习 ， 补 充 如 下 不 定 积分 公式 : 


(1) | tanzdr——Inleosz| +C; 
(2) | corzda=1n sinz "FOR 


(3) | secrdx— In| secrd- tanz | +C; 


(4) | cscrdx — In| csexz — cotz | +C; 


1 e 24G; 
(5) [zige- e arctan F +C; 


Gs 


Eod 
(6) | de za” 


(7) | -一 工 十 C; 
at E a 


—z 


dr 
OU ln(x Ja dos 
VE Fat 


nl: P —g"| FG: 


dx 
wf um 
4.2.2 习题 解答 


l. 在 横 线 上 填 人 适当 的 系数 ， 使 下 列 等 式 成 立 ; 
CD dr— drei: 


解 DH dU) —kdr. BEL de dlk). 

(2) dz 一 d(5x--2); 

SONOS dGr+2)=5dr, BL dz— lte, 

(3) zzdz 一 dii: 

S 因为 dCz) 一 3zzdzr， DÉI arde Ster 

(4) zdz— d(2—62^); 

解 因为 d(2 一 6z2) 一 一 12zdz， 所 以 xdz 一 一 芒 402 一 6z2)。 


(5) e*dr— d(e); 


解 ”因为 d(etz) 一 3ezdz， 所 以 ede dcn. 


EC 习题 解析 (上 ) 


(6) e *dr— de Ze 
解 因为 d(7 一 e Te tdr, Bi e Tac due, 

E y án E), 
(7) cos 三 dz 一 d (sin 2 ) 

ep 2 E lj ess S dio inc 
解 NW d(sin 2] zem E 所 以 cos dr 2d(sin 2 ) 
(8) 工 dz= Cin Ny 
He 


解 因为 dtlnz) 一 d(2ln|z| ) 一 全 dz， 所 以 上 dz 一 二 ddlnz?). 


(9) =- d(arctan22) ; 
解 因为 ER 所 以 dz — 1 d(arctan2z) 
Lk ` Lt 2 2 
(10) i d(2—5arcsinz) ; 
Lg 
5 
8t JS d(2—5arcsinz) — — dr. 
dr 1 , 
所 以 一 一 -一 一 一 去 4(2 一 5arcsinz). 
Bepeec? 5 
3c 
(2D du d( /1—2x?). 
ix j 
f: 3x 
解 因为 d(VI 一 过 一 dz， 所 以 dz 一 一 3d( VI 一 也). 
sg) Da E /1—at ( Ss? 


2. 用 第 一 类 换 元 积分 法 求 下 列 不 定 积分 ， 
D [a äerd: 


思路 ”利用 | eaz+odz= 寺 | fCaz+bydlaz 十 可能. 


解 [e 5z)adz Hl Be) dC — 52) 
Se 

«s 

思路 DIOU L | fcaz+tbdazr stis. 
dx d(4— zx) 

S Lë | 4 一 工 In|4 zl. 


dr 
wf ; 
y3— 2z 


20 


思路 ”利用 | fac mac ies" dies" ii 


dr 1 EH 
解 lm 2 fe 2x) *d(3 — 2x) /3— 2x +C. 
w | edt; 
思路 “利用 neier ies" dies" m. 
m 【sed= 于 | seado= 宁 +C 

1 41€ 

(5) IE 
思路 ”利用 | ra+odz= 寺 | petto aca. 


D IEEE geen 0099 4. 
(6) | (cos Zei e 


思路 ”利用 | feazt6dz= 士 | fae ioa. 


解 | (cos 2 ef )dz [is Eaz Ion a | eos Ed(E) ofa) 


m NM 
—asin 三 一 5eE +C. 
a 


D | Eq; 
2Vz 


思路 利用 | rea [ reas. 
fg [aso | in ra m — eos C. 


(8) ES dr; 


思路 ”利用 E ! Bar "de IE -b)dCGaz" 十 0 可 解 . 
2g) aL a ay las 
f IE e 4-1 fe d(3a Izeg +E 


(9) Í xsinz^dz; 


思路 ”利用 | feast anas l IE Fb) dXGax* +b) np fg. 


` 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


Ei 


z 
m ESSE 


2 
a0) [n 
AM/ 5 


思路 ”利用 | feas an ai | feaa" Fb dXhaa" +b) 7] fit. 


dir 


6 
X 
ap | des 


- A (z* 5y tdia’ +5) = EH Va EB d, 


思路 ”利用 IEEE +b)dlaa" d- bn] fgt. 


6 E 
解 [ze I | Linjat +2|+C. 


dx 
an fz 


SEN 


思路 ”利用 Inten" äider: | rat atari. 


dr = que lé iu 
8s Is 155 (z—15* gp 


(13) Í sin? (224-5) cos( 23-50 dr s 


思路 ”利用 | Csinzr)coszrd7z 一 | resinzydGsinz) 可 角 


sin? (2r4-5) 


D [s H5)cos(2z+5)dz— i IET 5)dsin(2z--5) 


ab | EB ai 
sin r 


思路 ”利用 In sinz)cosrdr— | fesinioacsimo iri. 


解 [Sra danz) 1 LC 


S f : - ! 
sin'a sin' 3 sinh 


(15) f v sinr + cosx sinz— cosr)dr; 


6 


思路 ”因为 dCsinz 十 cosz) 一 (cosz 一 sinz)dz， 利 用 第 一 换 元 积分 法 可 解 . 
解 y sinx + cosg (sinr — cosx )dx =- Í y sinx + cosx d( sinr + cosx) 


E E E L "HG; 


3 


Fc. 


思路 ”因为 d(zlnz) 王 (lnz 十 1)dz， 利 用 第 一 换 元 积分 法 可 解 . 


lnz 十 1，_ 1 到 
解 (A | aae la |zlnz | +E 
dr 
vd Ke 
思路 DR dree) — ， 利 用 第 一 换 元 积分 法 可 解 . 


E _ f d(Inlnz) 
8 | mem | Ininz 


—In |InInz | +C. 
(18) Im sec dr; 


思路 ”利用 | reanmseeedz= | fanodan. 


tan^x 
f Í tan27 sec! rdr = UE 3 +C. 


a9) [= 
Carccosz)? Y1- a7 


思路 ”利用 I E | feareeosz) dCarceosz) 可 解 . 


WV 
y dz dCarccosz) ` 1 a 
s | (arccosz)* Isi (Carccosz)3 2 (arccosa)* T 


(20) om Cen ds 


思路 ”利用 (äs. EA 


Vi 一 地 
LÀ Í AQ | eddaresinmy Bee 
(2 | eot DES 
思路 AX d(/A1Fr)= T 利用 凑 微 分 法 与 补充 不 定 积 分 公式 (17) 可 解 . 
D Joc E? Tr = jon RPG Biel vz che 
c JE, ; 
思路 因为 4(aretan dee RUBBER el. 


arctan Vz 


E ae 2 [arctan Vid (arctan V7) = (aream E)" EE, 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


dr 
SS Í sinzcosz 
思路 ”利用 二 倍 角 公式 sin2z—2sinzcosz 与 补充 不 定 积分 公式 (19) 可 解 . 


解 f dx 1 [d62z) 
sinrcosr 2 J sin2x 


1 f csc2zd(2z) 一 ih | esc2x — cot2x | +C. 


(24) [ Jerez A 
sinxcosr 
dz SN 
思路 ”因为 d(lntanz) — ee 由 第 一 换 元 积分 法 可 解 . 
" 2 
解 intant dr 一 UI DU 
sinzcosa 2 


(25) IET 


思路 “利用 三 角 公 式 sin2z 十 cos2z 一 1 与 | f(sinr)cosrdz= EE sina) DI fif. 


3 E T PNE A 二 inr) = sinr Snr 
解 cos!xdr- | cos'xcosrdr— | (l—sin?*z)d(Csinz) sin "st, 


(26) | DEIER SE 


思路 ”利用 积 化 和 差 公 式 sinasing 了 [cosCa-- B) — cosCa— p) 15 BE fit ^Y is WT ft. 


解 |sin3zsintzdz = Elend: cosx)dr 1 [ L [cosrzacza) — [cose] 


_ sin7x  sinr 
=E € +G 


(Qn Í sin Zem Ždz; 
思路 “利用 积 化 和 差 公式 sinacos— ite" + sina A ] T MINAT i. 
解 [sin T cos zd L | (sin ü sin Za 
1 er "PS Um. 
=+ h22 f sin izd(iz) 12 | sin ist(iz) 
6 


EM md TA 
= ze 12 ^ 6cos 15: C. 


(28) Í cot? zcscrdz; 


思路 ”利用 三 角 恒 等 式 1 二 cotzz 一 csczz 5j d(cscz) 一 一 cotzcsczdz 可 解 . 


ar? 
解 | ot zesczdz feses Ddtesex) E 并 十 cscz 十 C. 


EJ 


a» [adis 
思路 ”将 被 积 函 数 的 分 子 与 分 母 同 乘 以 e， 因 为 d(e*) 


与 基本 积分 公式 (10) 可 解 . 
die? 
8s Lë +e™ J (e+ 


lt 
a» [7 —— — dr; 
MI 一 和 


思路 ”将 被 积 函 数 写成 


一 edz， 利 用 第 一 换 元 积分 公式 


—arctane* +C. 


2 一 一 二 上 + 一 圭一， 利用 凑 微分 法 与 基本 积分 公式 
SS 3a 1—37 Le 


(11) 和 | Saathan de=} | Daer" Aire" "DR. 


| Ita dz—| dr «| xdr 
Vr MWL 一 和 V 1—382* 


5 d(/3r) 1 fd1 一 3z2) 
Je 6 äs 


eerst, j= E /1—3z? +C. 


E 
(3D | es 


思路 利用 有 理 分 式 除法 将 被 积 丽 数 写成 [一 zx 十 [这 -一 ， 利用 基本 积分 公式 与 竣 微 


分 法 可 解 . 


解 [ie | (#1 ace ;)dr IE [e 


2 2 2 
ze Sit Lächer, 


思路 “将 被 积 函数 写成 -上 T) ， 利 用 凑 微 分 法 与 基本 积分 公式 可 解 . 


Al dut -一 一 


dx -[( 1 
ës 2 md pH) 
: £a ne 


1 T 
(In|z—1| —In|x4-1|) C cn SEH 


LÀ 


xdr 
Mi erre 十 5 


Sp mia aere TIET 2]. mos a( 22) 一 zdz， 利 用 第 一 换 


EU 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


元 积分 法 求解 . 


(= 2 

xdr 1 2 1 2+1 

解 | f 二 1 一 了 arctan 一 7 十 C. 
EHE] 


Kee ees sm i 


z 
e | -| di -| di >f afian 7) 
cim 2sinz(cosr +1) Hr: "nm" o r 
8sin cos -cos 2 4sin cos 2 
1 sec? B 1 1 十 tan? Ż 
f d (tan Í dl tan ) 
tan Š S S tan T E 
2 2 
1 z 
ad, Í Alen 2 )+ fin 5 d(tan 2 ) 
4 tan = 
2 
E 
i RW 二 S 
E z 2 tG 
4 |In|tan 2 |+ 7 


cas) | SO tsin) (IT sinz). 


ld-cosr 


思路 ”利用 三 角 公式 将 被 积 函数 整理 为 全 3》 一 2er sec ocean Z, ERR 


e” (1+sinz e (1+2sin Ze 7) ` — 
解 | poen j T 2 dx | [ze sec? je tan ze 
E | [ed(tan v )+tan zae | fafetan » ) 
一 ertan TC. 


2 


其 中 m 
co [ceras p Ot a—b+Żkrz); 


思路 — sinCA4- B) ^sinAcosB—cosAsinB. SE HE HUS pA HACK fe 


解 = 1 Í sin(a—b) da 
HERE Z 十 0) sin(a—b) J sin(x+a)sin(x+b) ` 

| Sero 

sin(a—b) J sinGx--a)sinCrd-5) 


sinCrd-a)cosCr +b) 一 sinCz 十 b)cosCz 十 a) dv 
sin(x+a)sin(x +b) 


sin(a—b) | 


EI 


第 4 章 不 定 积 分 


1 re gosta] 1 1 sin(Zz 十 六 | c 
sin(a—b5) sin(Z 十 0)  sinCr-Fa) sinCa b) " sinGz-Fa) " 


3. 用 第 二 类 换 元 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


leen 
思路 ” 当 被 积 函 数 中 含有 根 式 时 ， 先 去 掉 根 号 ， 这 是 第 二 类 换 元 积分 法 的 基本 手段 之 一 . 


解 令 Vzr 二 2=t， 则 z= 一 2， 故 dr=2td, FÈ 


| dz Zé y 2[ (1 
Letz FH pi) 
=2(t—ln|1+z|)+C=2(VzT2—lIn(1+ SES IFC, 


(2 | — 
dE DEE 


思路 ” 若 被 积 函 数 中 有 开 不 同 次 的 根 式 时 ， 为 了 去 掉 根 号 ， 令 开 最 小 公 倍 数 次 的 根 式 为 上 
Ro c-r Wal, d dr Adr, 于 是 


| dr = [255 - E 
Vt A A84 rrt 
i Ü " 
af Loa jé (£e pen p) 


=—4( Mztin| =z+1|)+C 


re x "ED? 


思路 “” 当 有 理 函 数 的 分 母 次 数 大 于 分 子 次 数 时 ， 可 尝试 倒 代 换 . 
解 令 z= 工 , 则 dz 一 一 二 dr， 于 是 


a : PERS 
Ees [2 It jt 


2 E 
Eist gathi LC 


(4) | ar 
Ke =a See 
dr 


dr 
VCI 一 zz QT»! m * Ex 
EN i 
am 


3 
KS is t. WJ z 一 1 Iz M de= 
t-g 


67 D 
day TE 


EC 习题 解析 (上 ) 


6r 
de | ue 3 zf 
aa) dE (一 (一 二 ix) 
bi 
2r 2N IFs 


思路 “对 于 无 理 函 数 的 不 定 积分 ， 当 分 母 的 次 数 较 高 时 ， 也 可 尝试 个 代 换 . 
解 Qasi, ded. TR 


= 
el £) fe D? |z| dz. 


(EE 1 r T (—DÉ,4 _ (-a0f,,. 
Í Fade z] € - Diae -n z 4 m cH 


当 x 过 0 时 ,结果 相同 . & A ds ute 
= x3* 
(6) Grad? ; 
sexe (2) iy 
KR "ag "aya EN 可 采用 指数 代 换 { 广 ) 5e 进行 代 换 ， 这 


样 的 代 换 可 以 化 简 被 积 函 数 ， 从 而 求 出 不 定 积分 . 


z) ! AG) if 


a up 


1 
到 3 一 Ti alle 


8 
^ 2dn3—In2) ^ 


e» f» /3— des 
思路 ”被 积 函 数 中 含有 根 式 V3 一 +* ,可 用 三 角 代 换 + 二 V3sint 或 + 二 V3cost 消去 根 式 . 


EI 


2-2 


In 3*4-2* 


TC 


| ir Vasint( 2€). 则 dr 二 V3costdt， 于 是 


| Xx: V3—zx:dr = IE sin?t * V3cost * /3costdt—9 Í sint cos idr- 2 | sin? 2tdt 


9 9 g 9 Nm - Sp 
[a cos4t) dt gt 32sin4t 十 C 8 g sintcost(1 2sin!'D--C 


9 E TES 3V3z zt 2r? - 
garcsin 7 8 x] d 3 (1 3 Ire 


dx 
w fades 
思路 ”被 积 函 数 的 分 母 中 含有 平方 和 1 十 x*， 因 此 可 以 考虑 三 角 代 换 x 二 tant， 将 原 积分 
转换 为 三 角 函 数 的 积分 . 


解 设 x tant( as 2 则 dr 二 sec*tdt， 于 是 


dx sect m | Ë | sin2£ 1 
lato IE eos z 4.04. € 


一 4 ( arctanr+ 1 iz ) FC. 


c» | 4 —* ar, 
思路 ”被 积 函数 中 含有 二 次 根 式 Vz 一 a* ,可 考虑 作 三 角 代 换 + 三 asect， 将 原 积分 转换 
为 三 角 函 数 的 积分 . 


| NES E: aseet( Sspézch 则 dz 一 asecttantdt， 于 是 


d 2 2 

leg atant 

| Reeg Leg = * asecttantdt=a Í tan' tdt 
z a sect 


re: Ddt=a(tant—t)+C= Vr’ —a* aarccos < ka 


ao) | —— 
Vx’ +4r+8 


思路 ”被 积 函 数 中 含有 二 次 根 式 Vx 十 47 十 8 二 VG-2)! 2-4, i x 十 2 二 2tant 将 根 
号 去 掉 ， 


E 令 z 十 2 2tanz( ze). 则 dz—2 se?tdt, FÆ 


(Grant —2) * 2sec't 


E 
dx 
| vet dr 2sect 


-—2( Í secttantdt — Í sectdt ) 


dr 


EC 习题 解析 (上 ) 


ap | 
V(r —27+4) 

思路 ”被 积 函 数 中 含有 二 次 根 式 V(x 一 2x 十 4 二 V3 十 (x 一 1)?)”， 故 可 设 x 一 1 二 V3tant 
将 根 号 去 掉 . 


R 令 z 一 1 V3tant( Zuch 则 dx 二 V3sec*tdt， 于 是 


一 2(sect 一 In| sect+ tant | ) +C, 
= Vx" +4xr+8—2ln(x+2+ ya 4x8) +C. (C=C, t 21n2) 


dx 1 [3st td Ji Wë 3x1 
— costdt sint 十 C 一 BG. 
| 3 sec 3 3 3 /z*—2x-F4 


a» f (Fe reg Je 


gm HURREE | [LL ae u [ fea MT, 然后 用 第 二 


类 换 元 积分 法 ， 令 一 如 求解 
x) 


FD f Go f'G) REENEN 

& Fo- Tror lef Lomp 

` Trei FRI— f a  T fei fei" 1pfieY,A 
Lë: FF ue Tof] sl e TC. 


4.3 分 部 积分 法 


4.3.1 知识 点 概况 
l. 分 部 积分 公式 为 


Leide Juin eg IET - I 

分 部 积分 法 适用 于 被 积 函数 为 两 个 不 同 函 数 类 型 乘积 的 不 定 积分 ， 其 公式 特点 是 两 边 的 
积分 中 与 v 恰好 位 置 互 换 ， 当 f udv 不 易 直 接 计 算 ， 但 | udu 易于 计算 时 ， 可 以 使 用 分 部 积 
分 法 . 对 于 选取 us do 的 原则 ,积分 容易 者 选 为 dv， 求 导 简 单 者 选 为 a. 

2 如 果 被 积 丽 数 类 型 为 | P. Got da | P,Cz)sinazdz, | P,Cz)eosazrdz， 其 中 心 a X 
常数 ，P, (x) 为 n 次 多 项 式 时 ， 均 可 以 令 ur) =P, l), dv=" dx Csinaadac 或 cosazrdz)， 

3， 如 果 被 积 函 数 类 型 为 | P, Go Inzdz, | P,(z)arcsinzdz， f 已 CDareeosrdr, | P, Goaretanadr, 
其 中 P,(zx) 为 nn 次 多 项 式 时 ， 均 可 以 令 wz) 一 Inzr(arcsinr， 或 arctanz).. dv— P, Cr) dar. 

4. 如 果 被 积 函数 类 型 为 | sesin(az 二 0)dz， | costartode, JEP k, as b 均 为 常数 ， 
IRA u 和 dv 的 选取 可 以 随意 . 
4.3.2 习题 解答 

1. 求 不 定 积分 | zcos2zdz. 


思路 被 积 丙 数 类 型 为 | P,(z)cosazdz， 4 u(z)=P,(z), dv=cosardzr—d (P6). 


解 IE IE 一 一 ， RE ZE, 


. rsin2x | cos2x 
ES EM Lue m TC. 


2. 求 不 定 积分 | = sin? rdr. 


E RDUM Assn 1 925, IESSEN r sin?z 一 证 (x 一 zcos2z) 求 解 


解 IEEE i | (zz 一 zcos2z)dz ; ( ES ES 


2] 


` 


ESSI) 
= EIER zdsin2z) 
2x8 2 
ri D 
一 本 一 本 zsin27 十 IE 
=7 oan Lenger Le 
4 445inZr—-coszr . 


3. 求 不 定 积分 | (x—1)cos5rdr. 


思路 ”将 被 积 函 数 拆 成 (z 一 1)cos5z 一 zcos5z 一 cos57z， 然后 对 | zcos5zdz 用 分 部 积分 公 


式 求解 ， 对 | cos5zdz 用 凑 微 分 法 求解 


解 
方法 一 H 


Í Cr—10)cosSadr = E | cos5zaz= | za( 呈 =) L | eosszdcsz) 


Tinie |J EXE - sin5.r 
5 5 5 
= 二 | sin5zd(5z) 一 二 sin5z 
. rsinor , cosis  sinor ， 
== RE 25 5 +E 
方法 二 ， 
| (Z 一 1)cos5zd7 j Gr Da( Sex) Se: Lem ` | sind 
Fe: Uc ! Serie LC, 


4. 求 不 定 积分 | ze "än 


kr 
思路 被 积 丙 数 类 型 为 | P. coe dz， 4 wz)=P,(z), dv= da—d( 5). 


f [ie IET e*) xe = 二 [eae ame *—eg 54-6. 


5; 求 不 定 积分 | (2r— DInzda. 


思路 ^ uGO-—Inr. dv—(2r— DD) dr—d(G? —2). 


[3 [as DInzdx [maa r)—(a*—zr)lnr fæ Z)dClnz) 


= 2 
G? —2)lnx [5 Gr? —a)lnx [e Ddr-—(G*—2z)lnx PRAE 


Ei 


6. 求 不 定 积分 f z*ln3zdz. 


思路 被 积 丽 数 类 型 为 | P,(z)Tnazdz， 4 u(Cr)-—lnar. dv— P,CGo dx. 


3 3 - 3 3 
解 IET | in3zd (二 ) m 一 IE d(In33) — 2 i i fear 


.1 a 
eU T+C. 


S, 求 不 定 积分 | Ga-- DInzdz. 
思路 被 积 丽 数 类 型 为 | P,(z)lnazdz， 令 uCr)—lnaxr, dv=P, (x)dz. 
解 | (2z 十 1)lnzdz = DL 十 z)lnz 一 Í Ge 4x) dCInz) 


2 
一 (z2 十 z)lnz 一 | Leck adr hodla — a C. 


8. 求 不 定 积分 | Sota. 


ri 


思路 ^ ulr)=ln5r, dv= E 


X 
x [mi | inszal L) mz, | L irin EE) Í PM 
Së T T F e 


9. 求 不 定 积分 | xarcsinzdz. 
思路 被 积 丽 数 类 型 为 | P,Cz)arcsinzdz， 4 u(x) —arcsinz, dv— P, Cr) dr. 


2 2 T 2 
解 Í xarcsinrdr = Í arcsinzd (5) - 6 rn | S dCarcsinz) 


2 2 


z'arcsinr 1 | gt d a^arcsinr | (e Ke eg 
2 Ee 7 2 2 vi~ 


= arcsin L1 (| IEN dx 
T regel 


( arcsinxd- Lr M du arcsinx ) HE 


z'arcsinx 


1 
2 2 


— Ga! arcsinz — 2arcsinr+ x /1—2*)-FC. 
10. 求 不 定 积分 | G?— Darctanxdzr. 


思路 被 积 丙 数 类 型 为 | PCz)arctanzdz， 令 u(xr)-—arctanr, doc P,Gr)da. 


dr 


EI 


Xe 习题 解析 (上 ) 


解 | —Daretanzdz ES | rens (84) 


3 3 
IK x Jarctanz f (5 x dCarctanz) 
aya -二 | —3r 
3 (x°? —32x)arctan.r 3 TE dx 


(= = )dz 
2 


I 


Cr? —3a)arctanxz — 


Il 


l 
3 
JL 
3 


(x? —3a)arctanx— 


IS 2maz5]«c 


ee e| ej 


2 
[= —31)arctanz — 5 2In +a? ec. 


11. 求 不 定 积 分 Í arctan /4x —1ldx. 
思路 ^ uCGr)—arctan /4x—1. dv—dzr. 
解 | arctan /4xr—ldx =xarctan V47—1— J zdCaretan VAxr—1) 


I - x " 4 

一 Zarctan /4x—1 | Ie i 3 na 
1 1 

一 Zarctan V/4x—1 | d(47—1) 
8 J /Ar—1 


一 Zarctan /4x—1 -4 /Axr—1-C. 
12. 求 不 定 积分 | In(z+ VETT )da- 
思路 令 u(z)=In(zx+ Vix), dv=dzx. 
解 Tuten EE dr Sain (a+ EE) Léisen. VEEZ) 


"ster TE) | zd 
一 Zln(z 十 VI 十 好 一 


—zxln(x4- yI FF )— VIFF C. 
13. 求 不 定 积 分 | e "cosrdr. 


思路 被 积 函数 类 型 为 | or cosa) dz Hep. a. 5 均 为 常数 ,那么 和 dv 的 选取 
可 以 随意 . 


f | e "cosrdr = | eain =e sinx— f sinrd(e “)=e ”sinr+2 | sinza 


[100 


=e sinz 十 2 Í e™d(— cosx) 
= e^ sins + 2L— e" cosx + [eoseace )] 
—e "sinr—2e *cosr—4 f e "cosrdr. 

所 以 Í e "cosrdr— Ze" Lanz Zeosri +C. 

14. 求 不 定 积分 | eaz. 


思路 ”因为 被 积 琴 数 中 含有 V2zTT， 先 考虑 使 用 第 二 换 元 积分 法 ， 因 为 出 现 了 | P ede 
型 的 被 积 函数 ， 故 再 使 用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 . 
解 G/F, Wal, M desede, 于 是 


| ear IE [iac te fea të —e+C=eĦ( 2z FI—1)+C. 


15. 求 不 定 积分 iz, 


思路 ^u)-lnlnr, du $t, 


fg | 55a, =| Inlnzd(Inz) le Inlnz— Í nd ln lix li IER 
X ZE 
一 lnz。lnlnz 一 Inz 十 C 
16. 求 不 定 积分 |(arccosz) ?dz. 
思路 ”连续 两 次 使 用 分 部 积分 公式 . 


解 | (Karccosz)!dx = x (arccosz)? 一 [za Karccosz)? = x (arccosz)? + ?| T du 


Lee 


x (arccosz)! — Í (1—22)-*d(1—a?) 
= xz (arccosz)?* — 2 /1— z* 4- C. 
17. 求 不 定 积分 | 二 二 dz 


cosx 


f | T dr = IE se rdr 一 [dcn 一 xtanz 一 |anzdz 一 ztanz 十 | cos 


Cosi COS 工 
一 ztanz 十 ln | cosx | +C. 
18. 求 不 定 积分 | à? In* da. 
思路 ”连续 两 次 使 用 分 部 积分 公式 . 
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EC 习题 解析 (上 ) 


D A 
e | wie waat) S is ETT 


19. 求 不 定 积分 


4 


1 3 PW. LI rd 
L f madz mi 2 Inzd(*7) 


C PT. 1 ra*lnz IE: d SÉ d 1 fa*lnz Lf 3 
cl: Al gao nis a 1 1 xde) 


4 


lnz 一 ln(Cz 十 1) 
x(x+1) 


Lrzilnr x g* z 
( n tU 35 (8 lmz 一 4nz 十 1D) 十 C. 


dz. 


思路 ”因为 [inz 一 In(z 十 DD] = 二 一 ;二 1 一 二， 故 可 以 利用 分 部 积分 法 求解 


dr 


lnz 一 In(Cz 十 1) 
8S | sist 


=Í [Inz — InCz4- 1) Jd[Inz — InCz 4-1) ] 


= 六 [Inz—In(z+ D JC. 


20. 求 不 定 积分 | zarctanzInCld- ai ) d. 


思路 先 利用 分 部 积分 法 求 dert de, Ip 对 原 积分 再 使 用 分 部 积分 公式 求解 


解 fama Hr? )dr 


Í zarctanzln(1 4-2?) dz = | arctanzd| 


. arctanr 


^ 


1 
2j 


Indra dA 4-2?) 


x)In(l 


^ 
[en 


: ; fa Harjan HAIN += 


z'nG-c-z e, 


2 2 


M 
2 


2 


arctan.r 


* [Oc a?)In(l 


pi i [ra Fa*)InCEd-2? ) —a* ]d(arctanz) 


2 


arctan.r 


s [Oo a5)InCl 


g*)—. 1-1 [ [ma z jur 


2 


arctan.r 


* Crit? 


2735-3 ([ masa | az) 


2 


.. arctanz 
2 


[102 


[Ana 


syr] 


1 [zin +a) — [edana e ]- [(17 1-2 )a) 


m 24. 423. 1 EO TE XD 
Da era e aJ T [rina ea -s[(17 zx )a«] 


Amar, [AHDIM] nO c2 3E ec, 


21. 求 不 定 积分 | Cinet VIF T de. 


思路 ”因为 被 积 函 数 中 含有 [Lln(x 十 V1 十 x*)]*, 求 一 次 导数 降 一 次 短 ， 故 对 此 类 问题 需 
要 连续 两 次 使 用 分 部 积分 公式 求解 . 


解 [tinc VI+) dz = z[In(Gz + /14- z*5* — Listen /1Tz5)] 


- 1 
—ax[InGem diti -zf InCrd- 1-42?) * 
e a P xlnCr a BCE 


p 


— zl Int / 14-3 ) 子 一 2 | ln(Cz 十 V1 十 好 )dCV1 十 好 ) 


=z[ln(x+ / 14-22) * —2 14x! InGe4- 14-2? zl 14x d[InCGr-- Vitz )] 


—ax[InGz-F / TF 203 —2 Fx nie / TEZD-42 | gp 


—x[InGc4- VA +r) * —2 /14- x! InGc- 14-32) 43-2x-- C. 


22. 求 不 定 积分 Í z(1 + x) "dz. 


思路 令 u(z)=x,， dv 二 (1 十 x)'™dz. 
| 100 1f | M l 101 zl 101 
解 |zd+zmdz= 让 |zad+o = giae" hf a Hode 
1 -— 1 | "i j zda2 — (14-)"*, 
ioi* ‘1 Fa) 101 GE d Tx) 101 101x102 ^C 


23. 求 不 定 积 分 IPS V rdz. 

思路 ” 先 用 第 二 换 元 积分 法 ， 令 Vz 一 +， 再 用 换 元 积分 法 求解 

R St, H zx 一 此 ，dz 一 2tdi， 于 是 

| vasin Vrdr = a sintdt 一 一 ?| d(cost) —— 2[t* cost 一 feosrace )] 


2^ cost ?|'eovdo = 2[t* cost 2fracsino] 


2f? cost — 2tsint 4 2 [sima 2(t cost — 2tsint — 2cost) + C 


— —2(xcos yx — rain yr —2cos yx) +C. 


24. 求 不 定 积分 | etde 


思路 ” 先 用 第 二 换 元 积分 法 ， 令 十 一:， 再 用 换 元 积分 法 求解 . 


£ 
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Ki 


EE 
解 令 士 =t, Mach, de Fe 


| E e*dr I [iac ie [ea te' 3-e--C Le reet. 


25. 求 不 定 积分 | sinlnzdz. 

思路 $ uG)-sinlnz, dv=dx. 

解 i sinlnzdx —.rsinlnz— Í xdCsinlnz) — xsinlnz— f coslnzdz 
= zsinlnz 一 zech SS ad coslnz) | 
一 csinlnx — Crcoslnz + [sininzdz) . 

故 Í sinlnzdr — 5 sinInz —coslnz) sp. 


26. 求 不 定 积分 | Xtanz sec'adz. 


-— 
思路 S ulr)=zr, dv=tanr sec eda d (3€ e 


EE ET E E L | sect g 
解 | can sec' xda IET " ) 1 1 sec rdx 


rser 1 ME: ser ] 
4 cos'a 4 4 


( | Lan sec rdr + | sec rdr) 


o A D a uas 3 
LEER z- tan? zdCtanz)d tana | E ES x 1 (3 T+ tanz) +C. 


第 4 章 不 定 积分 


4.4 函数 的 积分 


4.4.1 知识 点 概况 


1l. 有 理 函数 是 指 由 两 个 多 项 式 的 商 所 表示 的 函数 ， 即 具有 如 下 形式 的 函数 : 


PG). ayx"caix* 1 十 … 十 ar 十 a。 
Q(z) bQx"-cbr" Het byr tbn 


Hp. m 入 都 是 非 负 整数 ;， P(x) 是 nn 次 多 项 式 ; QGOJE m 次 多 项 式 ; aos ar, az, cn an 
E bos bis bzs s o, BEZE, DA, beet, 

当 n<m 时 ， 称 这 有 理 函 数 是 真 分 式 ; CH n>m 时 ， 称 这 有 理 函 数 是 假 分 式 . 假 分 式 总 可 
以 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 和 的 形式 ,通常 采 用 多 项 式 长 除法 ,这 种 方法 与 数字 除法 
一 样 . 


2. 求 真 分 式 的 不 定 积分 时 ， 对 于 真 分 式 二 2 ， 如 果 分 母 可 分 解 为 最 简 形式 ， 即 Q(z) = 


Ql)’ 
QiCz)…Q,(Cz)， 且 QiCz)，…，QCz) 没 有 公 因子 ,那么 可 拆 成 多 个 真 分 式 之 和 ， 即 
P(x) Pix) HERZ 
QD QiG) Q,Cr)* 


P(x) P(r 
Gr—a)9 G pz 


这 个 过 程 称 作 化 真 分 式 为 部 分 分 式 之 和 ， 其 中 最 简 形式 为 


分 式 形式 ， 这 里 zx? 十 px 十 gq 为 二 次 质 因 式 ， 即 p —4q-—0. 
3. 将 有 理 函 数 化 为 部 分 分 式 后 可 能 出 现 的 情况 归纳 如 下 : 


O 当 存在 | -全 dz 时 ， 直 接 进行 不 定 积分 运算 ， 即 


E gem 


hg 


| Éent LEE 
X a 


(2) 当 存在 | Sae 时 ， 采 用 第 一 类 换 元 积分 法 计算 不 定 积分 ， 妈 


[Se A e 


a—l' 


(3) 当 存在 | ce EL 时， 分 母 进行 配方 并 进行 换 元 ， 化 成 之 前 学 过 的 形式 ， 即 
etto 


KEE =u 

dz | dr d dn ` 

Ce kb DV, 4- DÉI e te Lee" 
[(*4) TUS ] 419 P — 


z rca y 2 E EZ A 
w) uet Eed 时 ， 将 分 子 凑 成 如 十 pz 十 g 的 导数 与 常数 之 和 形式 ， 即 
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EC 习题 解析 (上 ) 


第 一 部 分 利用 凑 征 分 直接 计算 ， 第 二 部 分 的 形式 按照 情况 (3) 进 行 处 理 与 计算 ， 即 


rca 1 " 1 b | dx 
DEE Leg 2(n—D crier 2) G* d prc 


Hp. p5—4q-0. 

4. 三 角 函 数 有 理 式 是 指 由 三 角 函 数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 构成 的 函数 ， 其 特点 是 
分 子 、 分 母 都 包含 三 角 函 数 的 和 、 差 和 乘积 运算 .由 于 各 种 三 角 函 数 都 可 以 用 sinz 及 cosx 的 
有 理 式 表示 ， 故 三 角 函 数 有 理 式 也 就 是 sins, cosa 的 有 理 式 . 


zal Qr pH (a- 2). 


用 于 三 角 函 数 有 理 式 积分 的 变换 : 把 sina. cose 表示 成 tan 元 的 函数 ， 然后 做 变换 u= 


x 
ban Ga 


2 
X 
sinz—2sin = cos S es 2 -— 2 du 
s s s : z^ 
g 3 sec Š 1 十 tan? T Ite 
2 2 
T 2T 
cosr—cos! L-— sin? 之 Ree 2 lw 
2 T IE 
sec y 


变换 后 原 积分 变 成 了 有 理 函数 的 积分 . 
5. 无 理 函 数 的 积分 一 般 要 采用 第 二 类 换 元 积分 法 把 根 号 消去 ， 也 称 为 根 式 代 换 法 . 


4.4.2 习题 解答 


L 求 不 定 积分 Se. 


rb a | Ka A 
zi 


思路 “将 被 积 函数 写成 多 项 式 与 有 理 真 分 式 之 和 ， 即 -于 


m [xe (i1) E—enmben pec. 
3 
2. 求 不 定 积分 | -zde 


思路 ”利用 多 项 式 长 除法 可 得 zx? 二 (xz 二 2) (xz? 一 27 十 4) 一 8， 于 是 被 积 函数 可 写 为 -一 


(x EX—Zz40-—8.34 ` 8 
za s mg të 
3 3 
解 IEEE f(z 2z 十 4 dr s z* -4x—8ln | x-2 | +C. 


[106 


3 求 不 定 积分 | iod. 


思路 ”因为 (x? 一 3 十 5)' 二 2+ 一 3， 故 可 用 第 一 类 换 元 积分 法 求解 . 


2z—3 dir —3r4-5) 2 1 
S [2 e d gats la |i —3z+5]| +C. 
1 求 不 定 积分 |t 


3—2 aiti 过 一 六 
思路 Dunn ENN E aF 


1 


Së ž—3 1 
i Laag, | [c entume 
u d(iz—2 D, dCz—3) 
2. Gatti ^ | G—3*-41 
Ling? 64-10) - arctan(z —3) - C. 
e 求 不 定 积分 | ces. 
1 A, BzrC (A+B) +Cr+3A SS — m 
思路 E aem a Tata zGES) ， 即 A--B—0, C=0, 3A=1, 
iB A-l, p-—l, Ces 
KA Bee C—0 
dr Í 1 EI 
ni Iz» E sci le 
;[£-i de +3) 
于 十 全 


1 1 2 | 
sln|z| ginG 3)+C: 


6. 求 不 定 积分 | 人 


思路 ”因为 1 十 zs 一 (1 十 z)(z2z 一 z 十 1)， 设 


d A Br-C MBe+(tB—ATCWw tATC) 
Ia bte et ka e 


2 
3 


1 1 
FM 3 

dr Fi 1 dx 1 AH 
i pe | err un Er E: dg 3 Ioue 


1 2x— 
612 Eq Bet 2 1E nde 


即 A+B=0, B—A+C=0, A+C=1, 解 得 A B ,C 


-— | 
了 ln|1 十 z| 


EC 习题 解析 (上 ) 


1 a 
sali z| 


dit 


de Fl p Í 1 d 
6 学 一 六 十 1 2 


Lin [1-2 | -hna sl 


BW B xi V3 2 
g inl ttl clntz TX 十 1) 十 ge 


z*-F2 
7 求 不 定 积分 | root 


、 S542. _ A ,B E 
思路 RGF- D rH r2 at 


_ CAT-B)z* -C—AT-2B4-C)z -C—2A43- B— 2C) 


GT DG-2 
W A+B=1, —A--2B--C-0. —2A--B—2C—2. fif A L.B SC 1 
2+2 " 1 , 2 1 
S eripe EE cm ce 


A dr ; 2 dx dx 
3Jztl 3 」z 一 2 (Z 十 1) 


D sd egt aee 1 . 
3ln|z alt sln|z Zitt 


8. 求 不 定 积分 Ia, 


思路 ”利用 多 项 式 长 除法 可 得 x 十 x 十 x 十 1 二 (x 十 1) (x 十 x 一 1) 十 2?， 于 是 被 积 函 数 


SII G Fe et At Si 
T1 ER Sieg 


E E ail BER? 2 a Va i 1 
S | ea " It We Ice 4*3 zn [ses 


H 3 
E a 2arctanr+C. 


DEI t 二 


e dx 
S 求 不 定 积分 | (a*-2y(—82)" 

i A,.B ,CrtD 
zz 一 3) (zz 十 2) zr x—3 z42 


CAT-B--C)€? - ( -3A—3C2- D)? -(2A4-2B— 3D)r —6A. 
r(r—3)(^-2) 


思路 设 


W A+B+C=0, —3A—3C+D=0, 2A-2B—3D—0. —6A—1. 于 是 A= L, 


EE gA plt 
B—35» C755» Bra, 


dx 
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xdr 1 dr 


= tal 


ld; 
8 Lierwen 6 | P: Tal: 


"4-2. MIF Te 


diz? +2) JS 


1 
Glnlz| 


H 3 
*ggln|x a+ 


AHS 22 


VA ietan 


了 In O’ T2) 


H 
ginlzlta 


一 xz’: 十 2 
10; 求 不 定 积分 | ca te 


eg E _Az 十 B C+D 


Bln|z dE 


x 
Gomm 7C. 


Ex+F 解 得 A=0, B= 


思路 RFD tatiy SEI atati 
3, C=0, D=3, E—3, F=2, FERRERO S H 


SE -8 3 


Gi x1) 


D 3x+2 


wH at zl 
—a- FÉ 


"+F 


(2 F1) 
Deech 


=| 


一 
a(25, m. 


—B 3 
[23i | 5e] Gei 


EE Ee 


Sack? 1 ` 
2 | SEH 


3arctanz 


srël 
Ce 


gell (28. Taj 
(E33. 


dla? Tast, 1 


十 z 十 1)5 


Í 1 dx 
24 Festir 


= — 3arctanz-- 2 V3arctan ( 2 


24 


Ce Ex HY 


E 3 


— —3arctanx-2 V3arctan( 


^u itl. Wa u L, de du. TR 


nete 2 


| l dx 
1 


I Pappe vs TED 


-3 3 V8 
zzi 4 


= 
Dette agit 


EC 习题 解析 (上 ) 


=e 24/3 v3 3 1 Sekt 
= Sarctanz-F2 V3arctan( 24 x+ 3) TEE EE BER 35 rl 
Rei 2x11 
+Žarctan( B Lie 
Sarctanz-- LSarctan (248. H8)» e 
8 p SU RS 
dx 
H _ cr _ cer 。 DENS : 
BE negt pel EE, 然后 利用 第 一 类 换 元 积分 法 求解 
cotr 
d 
解 | dr =Í eser ER d(cotr) _ Jr CE ) 
l-csin*r cott r4 2" cot:z++2 E "m 
a 
- Larran 5) c 
Ps 求 不 定 积分 | 7 了 和 二 
Pun 
思路 ”利用 万 能 公式 sinz— —— 2 ， 将 三角 有 理 式 的 积分 化 为 有 理 函 数 的 的 积分 . 
1 十 tan? Z 
2 
解 S u—tan T 则 z—2arctanu, dr— sde, 于 是 
da 1 d(u+1) E 2 
| l-csinz Ke 2u "n zdu 2| en WEEN ucl rc 
Lie 
=-— 4c. 
tan y ri 
dr 
13. 求 不 定 积分 | rosse 
Danz 1 一 tan 可 
思路 ”利用 万 能 公式 un ,cosr= 对 将 三 角 有 理 式 的 积分 化 为 有 
1 十 tan2 二 1 十 tam — 
2 2 
理 函数 的 的 积分 . 
解 4 u—tan ER 则 z—2arctanu. di— du. 于 是 
dr 1 2 du 
1 十 sinz 一 gcosr Lee 2u "mua. j re” lcu In| «| +C 
Te ds 


一 jn Itan $c. 


dr 
思路 ”利用 根 式 代 换 法 将 无 理 函 数 的 积分 化 为 有 理 函 数 的 积分 
解 ^ u— ee erg 则 r=u?—3, dr=3« du, TR 


| dr IE: 3 | Ha alt, 
LEE lcu MIL 


2 3 
=3($—u+In|1+u| Me — VzF8--In|14- Vz3] Le 


Béi VETE iy 

Jeri 

思路 ”利用 根 式 代 换 法 将 无 理 函 数 的 积分 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 
解 令 u= Vz 十 1, W|r—u-—1, dr—2udu, FR 


15. 求 不 定 积分 


Jarit; — fia [ (e 2 a " 
3E [E 2udu—2 2p) ij d-4u-4lIn|u—1 | C 


1+4 VzTI+4n| VzF1i—1|+C. 


R 


Go—1) at 


1 1 
m | R 7 
D'RE (x—1» GTD (C22—1) {a 


— — — 


e EE l- ET 


S 3 2 
"1 ztl og uH 6u 
Kb get? DEI w= i ww- 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
4.5 总 习题 解答 
L 求 不 定 积分 | [4 
` e date) ^ » 
* ju puo Le" Deg IE 


2. 求 不 定 积分 | de 


x " [es IE: E 1 1 N 1 
ki IS i du u? : u? PA mer e 


3. 求 不 定 积分 e pee 


bs di) DM EN! «(f du du 
S he 1-367 4 die dz 一 一 Iw Au ifa) 
Lin es] ec EC tis | E +C. 
]—u 1 

Lem, 
e eins [tn 
m Lisinz dz 一 Alaco) i | wlte 

r-—cosr r—cosr 


5. 求 不 定 积分 | nas. 


2 D 
| ac | In? CInz)dClnz) 


一 Inr 
UNE In*u— UE 


uln*u 2finudu uln’u dÉ IE u ln2uw 一 2(ulnu 一 fau) 


u ln’u—2ulnu+2u+C=lnz ln? (Inx) —21nzInlnz +2lnr+C. 


sinrcosr 
6. 求 不 定 积分 | dz. 


sinrcosr d(cosz) l 2 
LÀ E 2 ;| ea (each g arctan (cos z)-FC. 


7. 求 不 定 积分 | coada. 
解 Í cott rdr = | cotz (cese r—l1)dr=— Í cot? rd(cotz)— | (csêr—1)dr 


一 号 zr 


— Ceotzlad6. 
8. 求 不 定 积分 | sinrsin sin jd. 
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fü | sinasin jsin dr 5 | (eos z cos 32 sin 本 dz 
;| ,Tin Td ;| 3 a za 
z | cos ysin 3 dr—- | cos 5 sin 本 dz 
1 | [sin( 5 )+sin ri 1 | ae TE) tsin Det as 
3 D l1. 5p T. Tr; 1. Ms 
5 («os 6 5955 79955 Tip 6 Ire 
dx 
9 求 不 定 积分 | c. 
WW 
dx "Ux i lfd(—6) 1 $ 
nd Ita [ze d; 2 m um dii 
1 1 1 
gin |175s | FC— e In|a* 71] 7In| | FC. 
Les 
10. 求 不 定 积分 | /dr 
m l1—s dr xdr 
fg j dr = dr | 
lta dl /Á1—a? Eë 


arctanz yfa zx) td —a*) 


—arctanz- /1— x° +C. 
11. 求 不 定 积分 | x sin?xdr. 


解 IE sin? rd San cos2a) dx : IET sin2ax ) 
1 
4 


1 
4 


[zczz sin2x) Jas sin2z)dz | 


[zx sin27x) (à T i cos2z) |+ € 


Xsin2x  cos2r 
n Em +E 


E 
4 


12. 求 不 定 积分 |e" sink dz. 
解 4 a#0 ht, 
IE sinbr dx = L[sintza (ey JL sinbr 一 Ze Csinbr ) 
a a a 
= P [en coshedz o EIN »] 
a a a a a 


SCC i [e coste fe dceoshr ,| 


a 


EC 习题 解析 (上 ) 


e er d 
e^sinbr be*cosbr b eeainixds s 
a 


a a* 


ae™ sinbr — be” cosbx 


a Fo +C; 


故 | e7 sinbrdr= 
当 a=0, bz. 

| e” sinbrdr= f sinbrdr= ` erbei? 
当 a=0 H b=0 时 ， 


| e7 sinbrdr=C. 


dx 
13. 求 不 定 积 分 
Ix 
2— 
8 Zulte, W o B w, dr = du, 于 是 


| dr | du 1 ( du du )-in uei V1 十 ee 一 1 
站 "T VI 干 是 十 1 
H4. 求 不 定 积分 | — 
1 

A -E 

解 u PL DUE L, de du: 于 是 
BS? 

^ D 2 - 
| dr às Í i .wnt | k 
z* ya Fi E 41 1c 14 


Í VIF du | ilu 


14 


- [u V1 +lin(u+ 14 ) ]-nCuo- VIF) +C 


Lu 1-4 tinuta 14-6) ] C. 


15. 求 不 定 积分 | cos Tis 


f Zus, W r=, D dr=2udu, FÆ 


Í Vzcos Vzdzr = 2 frè cosudu 2 [^ dsinu d sinu [sinud oe ] 


一 2 ( i^ sinu 一 2 | usinudu ) = 2w’ sinu 十 a [udcosu = = Zu sinu + 4(ucosu — [eosudu) 


=2u?sinu+ ducosu—4sinu+C=2zxsinVr+4VrcosVr—4sinVzr+C. 


16. 求 不 定 积分 | Ina andas 


| +c. 


第 4 章 不 定 积 分 
解 | anataad 
2 
= ma] m 
UE 
2 2 
CH L f alna] 
z!lnC13-2?) | E Ahate) 人 
2 [E 2 IF T 
 eleart-kLai II 3 ja Tn(l+z) x d(1 十 z2) 
2 Steg 2 22] IHs 
daz) sa 1 2 
MESES Mec 2 toln(ltz (ee 
ef 
15 求 不 定 积分 | 931a. 
sin x 
cos'r 2 2 3 
fü IE = [ox rcscrda | es r—l)cscrdar [o rdr | esczaz 
aet i In | tan 5 | In| cscx — cotz | +C. 
18. 求 不 定 积分 | aretan2 din 
解 | arctan2 Vraa =} | arctan2 Vrai eo 
= 二 Qtr)aretan2 i | a Ae d arctan? Vz) 
i e I fidel dr 
1d 4x )arctan2 ds E Va — Qc 4r)arctan2 le TG, 
19. 求 不 定 积分 | rude 
B S u=, Wu Ju, dx Zu "de, 于 是 
T D La 
| aia | 4" * T | set 
1 m 4 1 1 | | 
(1 "ET zr )d« 1 call In|24-u| +C 
4 
2 LES 
一 下 十 mn CES +E, 
20. 求 不 定 积分 | S5. 
X 
dz `. 1 1 
bu hes emi T ) 4 = 4 | 2 [it 
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高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


Linji z| L in| 1+æ| J-Larctanz-C Linja a? | - Larctanz-C. 


21. 求 不 定 积分 | ev .Zsin’ z+ cost 4, 


Sin2 工 


解 fe~ . t sin 5r-ccosr 


-一 一 dr 一 E [e eoe * cscrdr 
sin^r 


一 一 IET [9746 = 一 Ze 十 [ eae em esee | sende 


+ Í e*t dx— e cscr— [om * e?* sinzdr 


=g Í e? dx — im cier | emdr gie —g**  cscm-]- C. 


22. 求 不 定 积分 | Ae 


解 Guse, Waslu, de— Idas Fi 
il 
E He IG pe) 
=g—ln(1+e) +C. 
23. 求 不 定 积分 | V1— x? arccosrdz. 
f S u-—arccosrz(0- uz). Hl z—cosu. dr-— —sinudu. PJ 


| V1 一 rarccosrdz 一 一 | u sin^udu Í CM ege, L ll ud(2u— sin2u) 


2 4 


T [un sin2u) [c sin2u)du | 


u(2u— sin2u) 


T 1 | (2u—sin2u ) du 


4 
d | Lhe f cosu) c 
_ _u«? , usin2u , cos2u 
SC 十 十 8 +E 


24. 求 不 定 积分 


dr. 
sinx cos? T 


1 sinx 
L4 | = de —; ;-dx tanz * sez * csê rdr 
sinz cosa sin’ x cos’ x 


= fine * esc^zd(tanz) 


2 
= | Ins dtanz) x Z-FIn |tanz | +C. 


第 4 章 
25. 求 不 定 积分 | cop 
(1 十 sinz )cosz 
解 | dx d(sinx) aeua du 
(1 十 sinz ) cosx (1 十 sinz) (1—sin?z) WEST 


EN! + | 这 du 
4 nd EAR 2 J (HF 


BIET 1 " 
Bul) Boe TE 
1j, |1 二 sinz 1 
4 P|1—sinrz| 2(-sinz) 
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sm 定 Pi 分 


5.1 定 积分 的 概念 与 性 质 


5.1.1 知识 点 概况 


l. 设 函 数 fGodE[a. 0] ER. HA ama nan Mna, bdBü[a. b] 
Hin TUNE Le, zxils Lr» ile [ze mls 7 Dheir xl. W Az = £;— ai 
(i=1, 2, =, n. VEELz x;]G10, 2, 7, n), IER 

S= DEDA 
jda-—max(Axi. Arz, t. Ac). WEH AORT, ERRARE, o BRAE- EXTR] 
Lo, 9] 的 分 法 和 é&; 的 取 法 无 关 ， 则 称 这 个 极限 为 函数 SOEKE a, 5] 上 的 定 积分 ， 记 作 
NS 即 


[reas 一 KH 
其 中 ，z 为 积分 变量 ; f(x) 为 被 积 函 数 ; f(x)dz 为 被 积 表达 式 ; "a, 5 为 积分 区 间 ; a 为 积 


分 上 限 ; 5 为 积分 下 限 . 
2. 定 积分 的 值 只 与 被 积 函数 及 积分 区 间 有 关 ， 而 与 积分 变量 的 记 法 无 关 ， 即 


NS EE NIC 一 | reouu 


3. AI DEA 通常 称 为 /(z) 的 积分 和 |. 


4. 如 果 函 数 f(z) 在 La, 5] 上 的 定 积分 存在 ,我 们 就 说 SOEKE a, b] ETR. 
5. 设 f(x) 在 区间 [a, 65] 上 连续 ， 则 f(x) 在 [a,，6] 上 可 积 . 
6. 设 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间断 点 ， 则 f(x) 在 La, 5] EnTfR. 


7.( 定 积分 的 几何 意义 ) 在 区 间 [a， 执 上， 当 0020 时 ， 积 分 | f(z)dz 在 几何 上 表示 
由 曲线 y= 二 f(x) 以 及 两 条 直线 x 二 a， r=b 与 工 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ; 当 f(z) 三 0 时 ， 


EC 习题 解析 (上 ) 


由 曲线 y=), 两 条 直线 + 二 a,， r=b 5 a 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 位 于 xz 轴 的 下 方 ， 定 积分 
在 几何 上 表示 上 述 曲 边 梯 形 面 积 的 负 值 : 


[reas = im Y fedan lim PL IS f Fil Tdi 


当 f C) BEBE E VIE, më f(x) 的 图 形 某 些 部 分 在 zx 轴 的 上 方 ， 而 其 他 部 
分 在 工 轴 的 下 方 . 如 果 我 们 对 面积 赋 以 正 负 号 ， 即 对 在 x 轴 上 方 的 图 形 面积 赋 以 正 号 ， 对 在 x 


轴 下 方 的 图 形 面积 赋 以 负 号 ， 则 在 一 般 情形 下 ， 定 积分 | /cz)dz 的 几何 意义 为 : 它 是 介 于 工 
dh. RR f(x) 的 图 形 及 两 条 直线 + 二 a， x 二 6 之 间 的 各 部 分 面积 的 代数 和 ， 如 图 5.1. 1 所 示 ， 


d 
[ro =aA+B-c 


y 
vf) 
A 
B 
o| a (ei bx 
图 5.1.1 


通过 定 积分 的 几何 意义 可 以 看 出 ， 当 被 积 函 数 给 定 ， 积 分 区 间 一 旦 固定 时 ， 定 积分 的 结 
果 就 是 常数 ， 即 曲线 所 围 图 形 面 积 的 代数 和 . 
由 定 积分 的 定义 及 几何 性 质 可 知 : 


于 (二 一 一 f fGodz. [ f(z)dr=0,， dr-—b-—a. 
8. 规定 : 


rb 
(D X a=b 时 ， | f(zdr = 0. 


(2) 当 a>b 时 ， NE =- | fdz. 
a b 


9. 定 积分 的 性 质 
COD 函数 的 和 ( 差 ) 的 定 积分 等 于 它们 的 定 积分 的 和 ( 差 )， 即 


[reo +gír)]dr = IN + f'ede. 
(2) 被 积 函 数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 ， 即 
[ef ar = k | fendz. 


(3) 如 果 将 积分 区 间 分 成 两 部 分 ， 则 在 整个 区 间 上 的 定 积分 等 于 这 两 部 分 区 间 上 定 积分 
之 和 ， 即 


E 


NS z [soart [fdr 
b b 
(4) 如 果 在 区 间 [a, 6] 上 f(x)=1， 则 | EELER 
(5) 如 果 在 区 间 [a, 5] 上 f(z) 宇 0， 则 [reae 2 oca n. 
推论 DD” 如 果 在 区 间 [a, JESO, WI | fde « f'e dra <0. 
b b 
mio MZ Lira [dais ec b. 
(6) VEM 及 m 分别 是 函数 f OEKE o, 5b] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 ， 则 


b 
m(b—a)x f fGodx SM(b—a)(la « b). 


《7)《〈 定 积分 中 值 定理 ?如果 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 ， 则 在 积分 区 间 [a, 5] 上 至 
少 存在 一 个 点 &， 使 下 式 成 立 : 


[reos = f(-—a. 
这 个 公式 叫做 积分 中 值 公式 . 
5.1.2 习题 解答 


1. 利用 定 积分 的 定义 计算 由 抛物 线 > 一 它 十 1， 两 直线 zx 一 1，z 一 一 1 及 x 轴 所 围 成 的 图 
形 的 面积 . 
解 因为 函数 y= d 在 闭 区 间 [ 一 1，1] 上 连续 ， 故 可 积 . 为 了 计算 简单 起 见 ， 将 


ss 1]41)X EC DAH zo 1-3 iG=0, 1，2，…，7)， 每 个 区 间 长 度 为 Azi 一 
Log S 为 小 区 间 的 端点 zi， 则 


z Fi 2.2 s 8 «3.4 S 
21/60 as All 1+2. i) +1] sie fe rte Pu 


i=1 


8 n(n+1), 8 n(n+1)(2n+1) 4 AOT) | 4017 D Gir) 
" E. d " 
n 2 n 6 n 3n 


从 而 lim 95 faz — 5. BUIDRIEIEUUS- 
2. 利用 定 积分 的 几何 意义 计算 下 列 定 积分 ， 
GD f, Ga des 


解 根据 定 积分 的 几何 意义 ， 定 积分 [| ende 表示 由 直线 y 一 2z 十 1，z 一 1 z 


轴 围 成 的 图 形 的 面积 ， 该 图 形 是 三 角形 ， 底 边 长 为 郊 ， 高 为 3， 因此 面积 为 5 一 去 X 六 X3 一 


A 


EC 习题 解析 (上 ) 
9 


9 j " 
wt 即 E (2z 十 1)dz = ru 


3 
2 V9— x* dz; 
o 


解 根据 定 积分 的 几何 意义 ， 定 积分 | VI Td desit y= VITR a s yA 


图 成 的 半径 为 3 的 加 的 四 分 之 一 的 图 形 ， 因 此 其 面积 为 坚 ， 即 | o curae = 9r. 
163] f sinrdr; 


解 出线 y 一 sinz 的 图 像 在 [一 x，x] 上 关于 原点 对 称 , 定 积分 | sinzdz 的 几何 意义 为 
Hi ££ y —sinzCr€ [0. x D 5j x 轴 围 成 的 图 形 面积 减 去 曲线 y= 二 sinx(xE[ 一 x*，0]) 与 x 轴 围 
成 的 图 形 面 积 ， 因 为 两 部 分 的 面积 相等 ， 所 以 差 为 零 ， 即 | sinzdz = 0. 


— 
e wh 


(4) El coszdz 一 1， I 
M MR ym cose HI GE. FERE y 轴 对 称 ， 定 积分 | ，coszdz 的 几何 意义 
为 曲线 y= cose 与 x BOX y 轴 轩 成 的 图 形 面积 的 2 倍 ， 故 | ,coszdz = 2. 
3. emf fG)dz — 5, Unie 一 4 d g(x)dr — 3. R: 
=} 2 e 
a 
cp | 6fcodes 
-1 
2 2 
解 ” 由 定 积分 的 性 质 ,| orcode = ll fede = 30. 
C2) IT nde, 
解 由 定 积分 的 性 质 , Sæde — [rode f fade — 51 — 9. 


2 
(3) Ï, Lf) 5ga) ds; 


* g ST 5 f 24 - 
fü E z 4602 5g(x) Jdr 3 „fdr 3 agde 3 x5 3 x3 3 
d 
CD | fGodes 
5 


解 [roa = 一 | ro =— 4. 
4. Wt Fz) 与 gCz) 在 Lae，0] 上 连续 ,证明 : 


第 5 章 定 积分 


CD 车 在 [a, b] E» F20, BH f(x) 在 [a, 5] 上 不 恒 为 零 ， 则 [rar > os 

证 明 因为 /(z) 在 [a, 5] 上 不 恒 为 零 ， 故 存在 x. € [a. b], fT fain 因为 f(x) 
在 点 ns 连续 ， 故 存在 [er， leie, 6]. Deele, AN, pue El, FEHER 
分 的 性 质 可 得 ， 


(bi—a ) fo 
2 


^a. b 5 d 
[razo | ji) d> [^ Däin, Lol fd 220, 
a au au A 


从 而 

b d d d 

[roa f fcode | fonde | aide 2 0. 
a a a D 


(Q2 ta, b]E. Pain, H Tas — o ， 则 在 [a, b] E f(x)=0; 
WEBB BE. 假设 f(z) 在 [a, 5] 上 不 恒 为 零 ， 则 由 (1) 得 [reo deo. 这 与 
[odr = omi. 


(9) 车 在 [a, b] E. fé &g Go. B [evar - [code 则 在 [a,5] 上 f(x) 三 


gi»; 
WEBB  JEAGO-—gGOo—fGO. W AGOZO. H 


Pb b b 
| hGodr [ecoa [roar 一 0， 


由 (2) 得 , Æla, 6] 上 有 h(x) 二 0, 即 [a, b] E Fz) 三 g(Cz)， 
b b 2 
em | f adr > [[ Sde] GEB b—a = D. 


证 明 A= [rar 由 定 积分 的 性 质 (5)， 得 | [f(z) — Adr 20, H 
[ Lët — Af dz Trade — 2A [reae Ato ai 
一 [eoa - [rewar] L0, 


ic [code > NIS 

5. 比较 下 列 定 积分 的 大 小 : 

wf zdz 与 | Aida: 

解 ein, 1] E22. EZAR, Dub [adeo La da. 


ol gäe s[ Bit 


EC 习题 解析 (上 ) 


解 在 区 间 [0，1] 上 Viz 过关, 且 二 者 不 恒 等 ， 因此 上 Vzdz <| Sie; 
c» | edz 与 | rds 
E 在 区 间 [2，4] 上 <e”, 故 | edz<| ed 


d 2 
wf lnzdz 与 | (lnz)2dz; 
1 1 


2 2 
f& 在 区 间 [1,，2] 上 Inrx 宇 (Inx)*, 且 二 者 不 恒 等 ， 因 此 [mac | dng)?’ dz. 
© | edz 与 | o Dass 
1 1 
解 ” 因 为 当 z>>0 时 zx>ln(1+z)， 故 ee 二 1 十 z， 因此 | edz> | (z+ 1)d 去 
0 0 


(6) 上 sinrdx 与 | zdz, 
0 0 


解 在 区 间 | 0， F lt sine 且 二 者 不 恒 等 ， 因此 | sinzde < | zaz. 
6. 估计 下 列 各 积分 的 值 : 
GD [a ds 


解 设 Fz)=1+z， 其 在 L[1，3] 上 连续 且 单 调 递增 ， 故 其 最 小 值 为 Pu.(1) 王 2， 最 大 
值 为 fx(3) 二 28， 由 定 积分 的 性 质 (6) 得 


4=2X (3—D< [aa dr<28x (3—1)=56. 
5 
1 
D | ar; 
解 设 /(z) 一 -十 z， 其 在 [2，5] 上 单调 北城 , 故 其 最 小 值 为 Sa OE 最 大 值 为 


fos CO 一 证， 由 定 积分 的 性 质 (6) 得 


3_1 
7 4 


3 
T: 


5 1 1 
x5 D< L geste? 2) 


Ei 
(3) e (1++ cos* x) dz; 
t 


解 tli e] 1—1--0xl--cosz«1--1—2, Big BUMPER CS 
5m mx É 2 5x mx 
x———-—x«| (Xceosr)dr«2X[|^7—-|-— 2m. 
4 45l; E 1) 


Vs. 
(4) Jaretanzdzs 
E 


agu 


第 5 章 定 Sos 


解 Ca) 一 aretanz E|, E | 上 单调 递增 ， 故 其 最 小 值 为 fa (3) - 3. Kn 


VS 
LÉI i. 于 是 = x Le 35) |gareanrdr Z x (-:8)- Ss 


2 2 
el e dz; 
0 


à 
8 ERKEL, 2]E. 0x*<4, Hle seg, 于 是 2« | e dz e Zei. 
: 


3 
T 
e f, äus 


解 设 f(x)== 其 在 [一 1，3] 上 连续 ， 故 其 存在 最 大 值 与 最 小 值 . 


XE 
FESH 
" 200—302) 
fO et 


， 由 f Go —0 得 在 (一 1，3) 内 f(z) 的 驻 点 为 x=1. 


— Ll & -- 3 d en ec 
计算 得 f( 一 1) z lie, f) H—X«fGexm.. 


t ef 1 
一 D zd e 
由 定 积分 的 性 质 (6) 得 一 2 一 一 地 X4< | Stir paci 


EC 习题 解析 (上 ) 


5.2 微 积 分 基本 公式 


5.2.1 知识 点 概况 


1. 设 函 数 SOEKE a, 5] 上 连续 ,并 且 设 工 为 [a,，5] 上 的 一 点 ,我 们 把 函数 f(x) 在 
部 分 区 间 [a，z] 上 的 定 积分 | (zx)dz 称 为 积分 上 限 函 数 . 它 是 区 间 [a，6] 上 的 函数 ， 记 为 


olz) = [reae seco - [ioa 


2. Wan /(z) 在 区 间 [a，6] 上 连续 ， 则 函数 @(z) 一 | (zx)dz 在 [ae， 扫 上 具有 导数 ， 
并 且 它 的 导数 为 


e'co-d. [reo —fGO (a Spe, 


3. Mä IG deli Ca, DEES, Wat ée | f Gode 就 是 f(z) 在 [a, b] E 
的 一 个 原 函 数 . 

4. 如 果 函 数 F(x) 是 连续 函数 f(z) 在 区 间 [a, 5] 上 的 一 个 原 函 数 ， 则 

Trade = Fo) — FG». 

此 公式 称 为 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ， 也 称 为 微 积 分 基本 公式 . 
5.2.2 习题 解答 

1. 计算 下 列 各 导数 : 

a) &[ cos (2t—1) dt; 

思路 ”积分 上 限 函 数 的 导数 等 于 被 积 函数 . 


解 L | ee 1)dt—cos(2x—1). 
dr Jo 


d me 
(2) aL e^ dis 


Gë 
BE [@(g(z))] = [f fd |= feag a. 


moi L e^ dte»! «2-265, 


dz Jo 


(3) ay a 
drj. Jig 


a 


第 5 章 n3 积分 
KD DH r , 
Bm [ soar] — f (GG) G)— flg) Ae G2. 
D d 三 dt 1 (e7*)' H e* 1 
dri. JIFF VIF” JI ViTte™= lt 
e Zosen, 
Ka) e , DH , 
思路 MEZ = f(g) — fla) g ten, 
解 于 ”sin2tzdt = sin[2 (arctanz)?]。(aretanz) — sin[2 Gr! ]» Gr 
Minj Z esst ] 2:sin(22*). 
-» ] a , 
EISE y 一 y(z) 由 方程 | e à costdt = 0 确定 ， 求 (OD. 
B B 
解 ” 将 方程 左右 两 边 同 时 对 自 变 量 ES, 
KÉ , gos WË 
(fre ac) + (f costar)’ = o. 
从 而 e + y’ 十 cosz 一 0. 
当 z=0 时 ， 由 原 方程 得 ed 一 0. AW en, Ban, 
FE e e y (0) 十 cos0 二 0， 解 得 y (0)=—1. 
3. 计算 下 列 各 极限 : 
ur 2 
(| e dt) 
CQ) en 
dis T te" dt 
0 
思路 ”利用 洛 必 达 法 则 求解 . 
I m d ` e do 
(| ear) e dt 2|e dt* d dt 
sar Lem ele ey 
d , e ; SS p 
[e dt (fire dr) 
2 ve dr e e 2 "e dt 2 "edt d 
lim | lim lim 小 lim2ez = 2. 
por xe z=0 第 2-0 1 | 
Län - at) d- Dd 
(2) lim 2 — —— — — —. 
= z'un(/TEx-1) 
思路 ”利用 洛 必 达 法 则 与 等 价 无 穷 小 求解 . 
[sine « In(1--£)dt [isine - In(1 +de [f sine -mä vod 
f lim = lim Æ lim = 7 
ein yI Fe—1) = ghe zi (于) 


BE 


EC 习题 解析 (上 ) 


4. 计算 下 列 积分 : 
(1) I (x? 4- 3x + 4) dz; 


li su e aED g 9x ] 
im 5 lim—— 


z=0 E 2-9 2r 2* 


i 3 2 2 
D [et 3 od = [S 37 44] 
1 3 2 1 
3 2 3 2 
(E - EE ax) (E99 axi) 
= 50 35, 65 
3 6 5 


m Lie jas [S zn|z|] = ($ 2ln3) (5 lal) 


243 1 242 
5 2ln3 st 5 2ln3. 
as P tb. 
e» f (Vr sche 
d ED s " 2 2 4 PRU 
解 Lis sche - [323 z] 
Én 2 an, Bo ny 28 080/18 
(3x4 ejg a-ga 
V dr 
wf DES 
M dr E 8 T T T 
[4 [ Las = [arcana] arctanV3 arctanl 3 1 IER 
( Tl -— 
3-4 
Sa 45 
L4 | — ELO arcsin É arcsin( Zi ( 3 r, 
1 D A 
(6) CCS, 
& e[l 
D [624528 NÉI La 
o zl o 3 r—1 xz 十 1 
i 
= [于 +z+inlz 一 1 一 mlz+il| 
j I, 3 1 1 o m 
SE) eth 3 1| In Koll (+0+Inlo—1|—Inlo+1|) 


Ip 


=B 
m In3. 


rs dr 
iis [a 242 


dr 
fa [Lm In|2 —3 |- In] 2— e— SI Í; 


(8) e tan? 6dó; 
0 


L4 J? wer [eco 1)d0 [tang e] (n4 1) (tan0 —0)—1— E, 
0 o 4 

wf | cosx | dx; 

解 [. | cosx | dæ 


一 Lf (— cosx )dx + ,Ccoscda + f (— cosx ) d. 
= E t 


ech i oe EIN 
[sin( sinc m |+ [sin F sin(— 3) J- (sinz — sin $) = 4. 


1 
(10) Í xf' Ci? )dz。 


0 


4 
解 f Leide lr )d(a*) I [ran]. Lp fO]. 
5. CO 设 函 数 f(x) 在 区 间 [0，1] 上 连续 , 且 f G0 =4— 3a frar, RID: 
解 $ A= [ifoda po = 4 — 3r’ [reae 两 边 在 区 间 [0，1] 上 求 定 积分 得 : 
"i = KES 3A Lon, 


M A-1—3Axd 3， 解 得 A 一 L ifs 3xl-3. 


(2) RRA f(x) 在 区 间 [0，10] 上 连续 ， nl" f(Ddr—5--a^, R SA0); 


解 将 等 式 | Od 一 5 十 x' 左右 两 边 对 x 求 导 得 


FF Br = 


从 而 f? -2)— a 由 也 十 2 一 10 得 zx 一 2， WR r0 — 1 x2- 5. 


(3) 设 roo-2 [roa +3. B f(z) 可 导 ， Paien, R f(x). 


EC 习题 解析 (上 ) 


解 由 已 知 得 rcoo2 [[ roa] 一 2/Cz)， 从 而 后 加 2， 两边 同时 求 不 定 积分 得 


nft) set, di f(z) 一 Ce”. 由/(0)=3 得 C=3. 综 上 f(x)==3e*. 


f(x) 


1 E E 
6. foi =j fGoOdz. sl fGo dz. 


D it A- [f rod, MARSO = — s rose monte o, Zle 
定 积分 得 
T dë dë 
MISES 8 nl Ae, 
从 而 


ENEE ， 


g 
T. 


x 3/2 id A-S42— 
DI A 1 2 A， 解 得 A 28 


7. D f(x)= f (1 一 1)dt, 求 f(x) 的 极 值 . 


ut 
解 ” 由 已 知 可 得 ri [[ a Dar (2—1) *2r—2:(0— D G1), 由 f(zx)=0 
o 
fitf& x, — l, z,—0, r,—1. X f'(r) —62* —2. 从 而 (一 1)=4>0, f"(0)——2«0, 


f(D)=4>0, 故 /(z) 在 zi 一 一 1 MR 在 xs —0 处 取得 极 大 值 0; 在 zs 一 1 处 


Fun in 2 


8. D 讨论 方程 z 二 1 一 | eso 在 区 间 (0，1) 内 的 实 根 个 数 ， 


解 令 F(z=z+l ue 则 f(x)=1 >ole, DO. 故 fGOdE(O, 1) 


内 单调 递增 , 又 因为 f(x) 在 [0，1] 上 连续 且 f(0 91. DO po. B zx 十 1 


- di 
o l-f 


5 一 0 在 区 间 (0，1) 内 无 实 根 . 


(2) dk f(z) 在 [a, 5] 上 连续 ， 且 f G0. x Fco | Pod+| zat. 证 明 方程 
F(x) 一 0 在 (a， — 
FO e, MEOE, DARRE, HI F(x) 一 0 在 
(a,，5) 内 至 多 有 一 个 实 根 . 因为 f(x) 在 [a, b] EEZ. H 


b 


证 明 因为 已 Cz) 一 产 (z) 十 一 一 


'a 1 b 

F(a)— [ fom Fo»- | f* (di>0, 
由 零点 定理 可 知 F(x) 二 0 在 (a, 5) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 综 上 ,， F(x) 二 0 在 (a, bd KAHRA 
一 个 实 根 . 


z | cosidt, ys 
2x 


o 


9. 设 F(x) 一 2'* 0. 讨论 F(x) 在 zx=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 
Lá. <0, 
Pd 
l—cosr . 2 "EN Ën EES | EN: 
解 lim 9 lim LS. mm 去 上 cosedi— lim DÉI Z BE, Brei 
在 x—0 处 连续 . 
l1—cosr 1 
/ > 2 _ p 2—2cosr—z? Zsinr— 2z 
P-o ia CE 
_ ra AO — iis . 
Be me E a "ës 
L Í costdt — B Loss —ğ 
F', (0) = lim = lim > —— 
zot T zeot 2x 
pn Dëppe — sinr 
Iis. Ax lim 4 e 


HE ()—F'.C)O. DR FOE x—0 处 可 导 . 


Xo 习题 解析 (上 ) 


5.3 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积 


5.3.1 知识 点 概况 
1. 假设 函数 f(x) 在 区 间 [a,，4] 上 连续 , SHA Soa). t€ [a Bl. ODEL p] 
[B. aj]) 上 单调 并 具有 连续 导数 ， 且 g(a) 二 a,，g(B) 二 5， 则 有 
[roa 一 [recoge oa. 


这 个 公式 叫做 定 积分 的 换 元 公式 . 
2. 设 函 数 u(r)、wv(zx) 在 区 间 [a, 5b] 上 具有 连续 导数 u(xz)、v(x)， 由 (uv) = 二 wv 十 uv 


得 uv 二 wv 一 wv， 将 其 两 端 在 区 间 [a, 5] 上 积分 得 Vide [uvj:— [var 或 [ide ES 


Ceo — ['odu. 这 就 是 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 


b " b b b x 
分 部 积分 过 程 如 下 ， | uv dx | udv = [uv]? | vdu = [uv]? | u vdr 


5.3.2 习题 解答 
1. 用 换 元 积分 法 求 下 列 定 积分 : 


o vele" Z )dæ; 


解 上 ees(zi Zu, 二 ee 人 za 于 )d(z 十 于)= [sn(« 5). 


d dr 
el (2 十 3z)3 


m f IP d2432) 2 1 ] 
Là u 34-4 (£4-3x)* 6 Lë, 
GT 1 d ] 21 

6 (2-F3x2) (2—3x*1» 128 


ex E sint xcosczda s 
o 


Z1 z N Ed 5 
解 | * sin!acosrdr = f sint rd(sinr) ke St l JE o] 2, 
H 0 0 


E 


cb [à — eos&d/s 
è 


E 3 


解 fa cos?) dà KZ NEE z fa sin0) d sind) 


BETEN 
=p [si — SET =x. 


(5) K sin'6d6; 
* 


解 | eng IN L [^o L [Leoszaa c2) 
f + 2 2 J4 4 Jt 


x B f 至 x Ua m TENE x43 
6 4 [sinza]; 6 lire sin X) 68 
3 
e» | V9— x! dz; 
0 
解 令 z=3sing， 则 dz—3cosódó. H4 x=0 Mf, 0=0; 当 z=3 时 , 0=5, 于 是 


2 
3 z E 

i cada ME 3cosødð = Ek (1 + cos26) dà 
0 0 0 


E ber remen] SE + [sino] )- ES 


of AË ey 


x 
2" 于 是 


解 令 z=2sing， 则 dz—2cosódó. HME, 0 y X r=2 it, 0 


f BEE dis r 2cosó * 2cosó 
4 


` 4 sid 


dà IN cot! 88 INT 1d 
LEE E E 


[ cot? DN 13 m 


R3 € 
(8) hz 
m = 
解 邻 z=sec9， 则 dr 二 sec9 tanbd9， Ho 2 mt, E o XM. o, Fie 
Mr secó * tang k sec * tang JH x 
| Eo dc El T iu à sec: C tang) 9? jn 12* 


wf E 
EE EST 
` MN 
Bi AT, 则 = LP. dr—idt, BM ac AH, 1 二 1; 当 z 一 3 时 ，t 一 3， 


3 3 3 3 
uem : | WEE 1 k à] 
KEE SCH 2 Ji z JS 1 


EC 习题 解析 (上 ) 


F dx 
ao [ — Z 
o V5 一 并 


ët" 
d(S —2*) [Sri -45—1. 


m ji xdr 


d E 
anf xe dr; 
a 


av» f- 一 le 

& [—Àu-ilU ER penu 88 
gl E 

e F F tue f f ID 


Ld f d[G- D? 41] 


1 
1 E 
2ja4 (G-TD*-c1 ex, rip; 


5 [ln(x + 2x 4-2) ] +2 [arctanGr +1) J4 


= e 十 2arctan2. 


p^ xdr 
SS 1. CG FF 


f ZS r—1an0—2, Wi dr—sec'0d0. H %4 x 2 时 , 0=0; Mx 1. 8 T TE 


1. xdr "à xdr [à Land — 2) secf a, 
-n Qut tet J-a ety FIF Je tandt I 


=+ [sinzea coo» Uu + cos20) dð - EEN [fao : | eos20d (20) 


0 


lam d sinzo]* 1 2 
15) IW cosrdz; 
解 “ 因 为 被 积 丽 数 cos 在 对 称 区 间 | — 0. Z otto. it [^ x?coszdz 一 0. 


(16) IN sin* Gd0; 


型 


解 因为 被 积 函数 sin'g 在 | n. Z | EO dc 


" " "P n 站 
[ sint 0d0 = zl sin‘ dð aj (=) as - 1 f (1 — ene? + cos? 20) dà 
i à 2 zl 


= Hfi a- ['coszeac- Zu 十 cos4b)dg] 
2 LJo o 2 Jo 
-l(r- [sinz0]* p4 dg 二 二 | cosida) 
2X2 3 0 2 Jo 8Jo — 
zatitan) 
a7) É (arecosa* dv， 
4 l— z? 
E arcis B z 1 : F 
解 el N geg 一 一 E (arccosz) dCarccosa) -— [oro] 
Ir(xY. (5x1. 31z* 
a [( 6 ) ( 6 ) ] 162* 
P a? cosg 8 
eg n 225 3a* Fat pO" 


2? cosie ET 
解 因为 被 积 函数 了 5 二 857 十 17 十 5 在 对 称 区 间 [ 一 3,3] 上 为 奇 函 数 , 故 


[ z? eos x iesi 
二 We 二 5 ` 


z 
(19) f sinrcos2rdzr; 


解 | sinzeos2zdz 一 EN [sin(x + 22) + sin(x — 22) ]dx 
0 0 


ERU T 1[5. E EN Ik 
ab sin3zdz 二 sind glesa], t g Lcose]; 


E 


3 


z 
(20) E y cosx — cos? rdx; 

"$ 

t E f 
[4 | , Vosr— cos! rdr = 2| y cosx — cos’ rdr = 2| Veosrsinrdr 

—$ 0 0 

一 一 2 f vVcosrd(cosr) 一 一 i | ccosa? | t= EN 
o o 


ap [^ de 
E VIF 


解 Stand, Bl] dr—sec'ódó. H r=1 时, 0 "E SR zl, 0 E FE 


EC 习题 解析 (上 ) 


时 ， 


dr * sec gd * d(sin0) [ l T JE 243 
1 x? lcu) J4 tan'8secó i sing sing | 3" 


(22) [ VT sid, 
à 


f [ VI + cos20d0 = | 2 cos?0d8 = V2 F cosĝdð — zf cosĝdð 
0 0 0 t 


V£ sib]. VE sind Self 


3 

e» | max (xz? ) dx. 
o 
3 1 241 A Q3 

解 Í max(r,z?)dr = | zdz+ [zdr = Kal 十 PET 一 4 
0 0 1 0 1 


1 de _ * dr 
2 证 明 | 6. 一 DEE 


证 明 $r L, We Zär, 且 当 xz=a 时 , t L, 当 r—lHj,:—1. FÆ 


1 
-= 1 1 


! de 1 t E 1 e 1 
s bzg" ri hie 
t 


3. W f(z) 在 [a 5] 上 连续 ， 证 明 [code = [fca nda. 


证 明 4 :—a-dcb—z. Bl r=a+b—t, Mm dr=—dt, HX r=a t}, t=b; Mr—b 
t=a, FE 


b d b b 
[roa NIC Fb— t)dt [re t)dt [re Tb5—x)dx. 
a b a a 


4. 证 明 Le (1 一 z)"dz = Le (1— "dx HP m, n H ARRO. 
证 明 令 二 1 一 z， 即 z 一 1 一 上 ， 从 而 dr=—dt, H4 r=0 ht, t=1; 4 r=1 R}, t 


0， 于 是 


1 d 
fe CL — adz =- Í tirri 
0 1 


fe (1— "di fe 《一 过 dz。 
5. 用 分 部 积分 法 求 下 列 定 积分 : 
(1) [ea 


Ze 


解 [aeta = Lat: S )-- : Ea +4 (dr 


NE 


(2) |! z’ lnrdz; 
1 


f f z lnzdx f 


(3) n xcos4xrdzr; 
o 


$ — f? /sin4zr\_ 1 x $ LI, 
fg [i xcos4rdr = [ AIST )- 1 E 4 下 sin4rdr 
t 
0 


一 一 i [simis - 去 [eos4z| = 0. 
0 


e To drs 
4 cosx 
L4 上 | T d= f'e SIE [ztanz]s 一 | tanza 
4 cos z * z Je 
-Wa 1 2 Wë 1) In2 
E KEEN 一 (3-1). EX 
? Ing 
c» f Essai? 
1 "s 


Tee, aen A. 9 [E e ST a ; 
[4 f Pide = $ f Inede y= $ [e]. 3 [fddnz) 


27 
E 


r8 8 
18ln2 > dz 18In2 4 [54] 18ln2 
1 
(6) | aretanzdzs 


1 1 T 1 
[4 Í a^arctanzda = i arctanrd(z?) = l | earetanz] 一 i ax*d(arctanz) 
0 3 Jo 3 0 3 Jo 


x hd a x Lp a 

12 joue 12 3 Je pes) 
x L | zdz 1 fda +z) 

ZS 3 Jo 6 Jo 1+2 
三 十 Afa aL 2| lm Lë 
We vL g [Sa] 12 6*6 


B 
(7) Í e*sinzdzr; 
0 


z z 


f KR ersinzdz = e sinrd(e*) = [esinz], 一 [ eain) 一 ei 一 | ecosrdz 
0 0 


o 0 


z 


= 下 e*d(cosz) ) 
o 


* 
0 


= ef 一 | ssedce = e — (| eeosz| 
o 


RE 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 


一 时 十 1 一 [esinzdz, 
o 
t EL 2d 
al e'sinrdr = lei +1). 
(8) [costos 
1 
解 [coscinaoas = [xcos(Inz) ]i — [rd ceoscina) )= ecos] — 1 十 | sindnz>de 
— ecos] 一 1 十 [zsindnz) | 一 | zacsincnm ) — ecosl — 1 + esin1 — Tast beide, 
1 
故 | coscInzoda E L cesinl + ecosl — 1). 
1 
(9) i | Ing | dz: 
e d re 
f | Jta |a --[ Inzdz + | Inzdz 
1 1 e re 
一 一 (Luna ], -| zd(lnz) ) 十 ([ den -f zd(nz) ) 
EN E 1 1 


` 


(+ fa) fia) 2-2. 


5.4 广义 积分 


5.4.1 知识 点 概况 
1. 设 函 数 F(z) 在 区 间 [ae， 十 cc) 上 连续 ， 取 ba. 如 果 极 限 
Jim NE 
存在 ， 则 称 此 极限 为 丽 数 /(z) 在 无 穷 区 间 [e， 十 == ) 上 的 广义 积分 ， 记 作 | Sode, M 
"oo b 
| f(x)dx = Jim | f God. 
这 时 也 称 广义 积分 rode icit 
如 果 上 述 极限 不 存在 ， 函 数 /(x) 在 无 穷 区 间 [ae , 十 =- ) 上 的 广义 积分 | ”7Cz)dz 就 没有 


意义 ， 此 时 称 广义 积分 | “7(z)dz 发 数 . 
类 似 地 ， 设 函数 f(x) 在 区 间 ( 一 2,， 6] 上 连续 ， 如 果 极 限 


LJ 
lim | /dr(a <b) 
存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 EEN: 61 EMT Ap, fE | fode 
b b 
E fGodx = lim | f(r)dz. 
这 时 也 称 广义 积分 /Cz)dz licit, 如 果 上 述 极限 不 存在 ， 则 称 广义 积分 made ER 
设 函 数 F(z) 在 区 间 ( 一 < ， 十 ce) 上 连续 ， 如 果 广 义 积分 
r fixae IR fid 
都 收敛 ， 则 称 上 述 两 个 广义 积分 的 和 为 F(z) 在 无 穷 区 间 ( 一 cs， 十 cc) 上 的 广义 积分 ， 记 作 
[reas m 
[recon = E Sde | food = lim [Adet lim frar. 


这 时 也 称 广义 积分 nde icit 


如 果 上 式 右 端 有 一 个 广义 积分 发 散 ， 则 称 广义 积分 | Sde 发 散 . 上 述 广义 积分 称 为 


SE 


Xe 习题 解析 (上 ) 


无 穷 限 的 广义 积分 . 
2. 广义 积分 的 计算 ， 如 果 F(x) 是 f(x) 的 原 函 数 ， 则 


Rp d 
| iiti — Tira [roa = lim [FG 
" bro Ja (ee 


lim F(5) — F(a) — lim F(x)— F(a). 
6 十 co aon 
可 采用 如 下 简 记 形式 : 


ga 
| Fdz = [F0] = lim F(x) — F(a). 
b 
类 似 地 [ fG)drz = [FG]. = FO) — lim F(x), 
Unie = FS = lim ëch lim FG). 
一 co ste 了 -一 oo 


3. 如 果 函 数 f(x) 在 点 a 的 任 一 邻 域内 都 无 界 ， 那 么 点 a PROS PROC f EE 
断 点 ). 无 界 函 数 的 广义 积分 又 称 为 瑕 积分 . 
4. 广义 积分 的 计算 ， 如 果 F(x) 为 f(x) 的 原 函 数 ， 则 有 


b b 
NE 一 lim | fede = lim [FGr) f = FQ» — limFG) = FO) — limF(z). 
可 采用 如 下 简 记 形式 : 


ta 


[iroa = [FW] = FO — lim FCD. 
类 似 地 ， 有 


LÀ 
NS [FG» ]! lim F(x) — F(a), 


abo 


rh. 
M a aean, | Taie- Po E= Dt Bub 


Ta 


mn nmn, Trade [FGXE = limF(zY— Pet, 


abo 


M c (a 过 c 过 5) 为 瑕 点 时 ， 


[roa Lade NC [lim FG) — FG] - CFO) — lim FG]. 
5. 含 参 变量 *(*>0) 的 广义 积分 8 B 
TG)- L zle dr 
称 为 下 函数 . 
5.4.2 习题 解答 


1. 计算 下 列 广义 积分 的 值 . 


- 
GD | i 
1 ka 


Ki 


+o dr T [s ^ ET " 1 1 1 
S i 3 E, ys Jim [ * | Jim ( art) g 


i be 


m | (Eo lim [Eo Jim Co o Jim Gub 2) e tru E 


d 
Go [7 a 
SE dr — «s 1 dea Ee 2175 
S | et + e~ Jn è Jid? +l e Ex Larctaner "Jo 
一 4 lim Carctane^! — arctane ! ) 1 ( 7. arctan 1 L 
GC SE AR) e 
"oo 
wf re” dz; 
0 
- à á 和 二 
解 | ze dr = lim | ze "de ——— lim ler d(— z?’ )=— lim [e* ]} 
o bomo J o 2 i-o Jo b 
= lim (e* —1)= d 
2 kees ES 
ros 
c» | e dz; 
0 
ES =% H d 一 和 1 H E —z 1 E a b 
fü Í e? dr = lim | e"*dr —— — lim f'e dC—32)—— Dm [e?* 5 
o b+c J o 3 eeto Jo 3 eeto 
lim (en —1)= 1, 
3 e 3 


k dr ip i , E 
= Lorenz [rs 1 e 
1 ! dx -f dx ^ rdr 
21r hitr des) 
23 CR ,  LPdOtsgi 
m Cln + x) JE + [arctanx H Bh oas ) 


LE isst EE Er d 
In C1 +b)— In2 + arctanb — 7 chu zt l2) 


+ arctanb i ln2 


| 

( 

( 

= T (Ina 0 In2 + arctanb — arctanl — È "iz à X) 
( 

(^r 7*1) 


发 散 . 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
[^ dr iia d dr 
i toy eteti Ott) 
= 7 Jim (In en } arctanb $In2 i ) 
一 Sal, SSC t Jm arctanb 一 lm 一 T 
二 nl 十 亚 一 工 In2 一 至 一 至 一 工 In2. 


— 
6T) | e *sinrdr; 
b b b 
fg | e*sinzdr = f sinrd(— eiss [— e" sinz ]$ «f e *d(sinz) 
0 0 
b b 
=— sinb «| e*cosrdr —— e” sinb +| coszd( 一 ez) 
0 0 


LI LI 
—— e sinb — [e cosx hb «f e"d(cosr) —— e "sinb — e "cosb + 1— | esinzdz, 故 
0 


0 


d 


KS? 
fe *sinzdr e (sinb + cosb) + I T 
WI 
INE ""sinrdr = lim | ersinzdz = lim I- tj inb -- cosb) 十 i] 


bomo Jo dem 


sinb ii cosb , I 1 
b 2 


lim ` 
isto Ze beto 2e 


« [^ rs Zen 


m Í dus dr [ dr i [^ dr 
ox? 十 47 十 5 jz 十 4r 十 5 Jo zr!cd4rc5 


lim | 3 — lim li Es 


dees Ze 4r-d-5 ior+ejoz2z 十 4z 十 5 
iim f d(z+2) pe ED 
a Ja Cr 4-2)! F1 ttoo (F2) +1 


= lim [arctanCx + 2) E+ Jim. [arctanCr + 2) J$ 


= lim [arctan2 一 arctan(a 十 12] T Jim [arctan(^ + 2) — arctan2 ] 


myn 
arctan2 4 arctan2 — m. 
B EE 


im 
e im f, ACT Z or Jia 
=— lim( yI- F —2)=2 


te? 


散 ? 


Sne x Sm os 
2 
SS | (2—zx) 
S 、 fdC2 一 z) |. ï 
S f. g-a a sl "€ lim J, (2 —2)* lim [5— 
: Ebo dY oe 
= beis 3 * 
a [ 3€. 
1 xlnx 
e f dz Z lim T de = lim | dOn2 — Ge [ndn P 
1zlnz etde rlar pate Ins tt 
= lim [In(In2)— ln(lInt)]=+ 2, 故 j 发 散 . 
me , 
abf GER 
c a/1-Pu 
0 
解 ” 先 求 | 2 
è lte 
4 /1czr—u. Wjx—u-—l.dr—2udu HO zr—tWb. u= V1 十 t; x=0 时 ，x 一 1， 
? zdr [ G6 —1), " 2 SS DN i 
LS: Deg x Zudu ?| l)du dk: le 
3 à 3 
E 1 CLEO rre] £ CILE) H2 VIFT ik 
! sdr H sdz 3 [ Ster J= 4 
li 1 +2 lt 
L V1 十 并 t AIF Nu 3 3 
2. enn rae tios 
o ! Ins m u u 
积分 Der 的 可 能 瑕 点 是 =p 5 xc]. 因为 
, lnz 1 ius Inr "A a P laz " - 
i dino p F i Jis ls 所 以 | DA 的 瑕 点 为 x — 0. 
3. 当 为 何 值 时 ， 广 义 积分 |。 二 7 收敛 ? 当 为 何 值 时 ， 广 义 积分 [ de 
- 
"etl. AR |， — i 取得 最 小 值 ? 
TN In |Inz | - C. k=1, 
[3 n.r 
Ir ni ) Cne eser bl. 
Mol 时 ， 广 义 积分 | ”一生 二 收复 ， 此 时 
SS 


EC 习题 解析 (上 ) 


三 di lim | 二 是 lim [ : li 
2 æ (linm) ` Kelt (dnx) ro (k& — 1)In*? z ]; 


lim [ weugtacpgxl JEMEN 
stal Wh—1l o" uud-—l1im"2l i—1)9"*2" 


bias 
当 kZ1 时 ,广义 积分 ”一 < 开发 数 . 
2 EU 
1 A 14- (&— 1)Inln2 ; : 1 
A = = A =- = 
*f0» G-A I f Ck) (k—1)!1n*!2" * b E sl Inin2* 
SI ee Ltb, F <O; H E-1— n Lech, f >O, Bt: -pA M 


JR) 的 最 小 值 点 ， 最 小 值 为 (Inln2)(lnz) 本 5. 
4. HET 函数 表示 下 列 积分 ， 并 指出 这 些 积分 的 收敛 范围 : 


to 2 
œf er dr(n > 0); 
0 


解 u=", W z—ut, di Lu ax du, FẸ 


IW e? dr = A Nu !du = ir(l) ， 故 当 7 二 0 时 原 广 义 积分 收敛 . 


解 令 x 一 ln L, 则 r=e", dr=—e “du, FÆ 
[i (nt ac-— [enu [^ eu - POHI), Bos p —1 时 原 广义 积分 收敛 . 


Gen " 
c» | me" dx(n Æ 0). 
0 


解 ua". Wü u*, dx i 于 是 当 n>0 时 ， 

十 co oo 

Í anede = [' lme = SIB 

D o m n n 
Hoo 0 

当 n<0 时 ， Í Znme dx = EN pi le*dy 一 一 1r(2+) s 
0 4o n n n 


1 


n 


Foo 
综 上 ， | z"e de 
o 


r(21), xg 时 ， 原 广义 积分 收敛 . 


5. 证 明 下 列 各 式 ( 其 中 zEN+ ): 


SC 1。3。5。…。(2" 一 1)Vx 
2 à 


at] r( 


TOn) 
SS EOM 


(3) See ZT 


型 


(a) le an—1)= 


2n+1 ) 2n 


证 明 (1) r( 2 


ip(2—1) 2n—1. 2n 3. (25 3) 


—2w—1.2n—3 "E | 1 1。3。5。……。 (27 一 1) 
2 7 zT() Vm. 


2 


(2n—1)! T(22) DT(2n) 
2*«4*6:-(2n—2) 2"'(n—D! Teyr 


(3) 2。4。6。…。 (2n) —2"n| —2"r (i1). 


62) ls Be Bes (2n—1) 


EC 习题 解析 (上 ) 


5.5 定 积分 的 应 用 


5.5.1 知识 点 概况 


1. 为 求 某 一 量 U， 先 将 此 量 分 布 在 某 一 区 间 [a, 5] 上 ,分布 在 [a,， x] Kyi H R 
UC) 表示 ， 再 求 这 一 量 的 元 素 dU (x). UE dUlr)=ulr)dr 然后 以 u(x)dzr 为 被 积 表 达 式 ， 
以 La, 65] 为 积分 区 间 求 定 积分 即 得 

U = | /dz. 
用 这 一 方法 求 一 量 的 值 的 方法 称 为 微 元 法 (或 元 素 法 ). 
2. 直角 坐标 系 下 平面 图 形 的 面积 
设 平面 图 形 由 上 下 两 条 曲线 y — fe GO 5j y 王 ft (xz) 及 左右 两 条 直线 + 二 a 与 + 一 b 所 围 
则 面积 元 素 为 [ft (x) 一 fF (x)]dr， 于 是 平面 图 形 的 面积 为 


= 


b 
S 一 | Lf GO — fr) ldr. 


类 似 地 ， 由 左右 两 条 曲线 =p O0 5 c— 9s Q0 E FAR ELA y=d 5 y —c 所 围 成 设 
平面 图 形 的 面积 为 


d 
S 一 | Les Cy) — gx C) ]dy. 


y-f xx) 了 了 


sel 


yx (x) 
Æ 5.5.1 fH 5.5.2 
3. 极 坐标 情形 
由 顶点 在 圆心 的 角 的 两 边 和 这 两 边 所 截 一 段 圆 弧 围 成 的 图 形 叫 扇形 ， 扇 形 面 积 公 式 为 


KEE? 
由 曲线 o— 9 (00 J& S12 go, 0— FEL I, AY EJE P OS 18372 JE. 因 不 能 保证 o= e CD 29 FT 
弧 ， 所 以 不 能 直接 适用 扇形 面积 公式 . 
应 用 微 元 法 ， 由 极点 引出 射线 将 曲 边 扇形 进行 分 割 ， 形成 若干 小 的 曲 边 扇形 ， 当 切割 足够 


AXE 


第 5 章 定 积分 


小 时 ， 将 每 个 小 曲 边 扇形 近似 看 作 扇形 ， 应 用 扇形 面积 公式 求 出 近似 值 ， 之 后 累加 ， 求 极限 . 
通过 上 面 的 叙述 ， 可 以 写 出 曲 边 扇形 的 面积 元 素 为 ERD 曲 边 扇形 的 面积 为 


s= r X Ce Tae. 
4. 旋转 体 的 体积 


旋转 体 就 是 由 一 个 平面 图 形 绕 这 平面 内 一 条 直线 旋转 一 周 而 成 的 立体 . 这 直线 叫做 旋转 轴 . 
常见 的 旋转 体 : Hit. Wm. We, RE. 


y 


图 5. 5.3 


旋转 体 都 可 以 看 作 是 由 连续 曲线 y= 二 f(x)、 直 线 ra, a=b R e 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 
Zz 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 . 

设 过 区 间 [a, 9] 内 点 xz HEEF e 轴 的 平面 左 侧 的 旋转 体 的 体积 为 VCz)， 当 平面 左右 
平移 dz 后 ， 体 积 的 增 量 近似 为 AV==x [f(x)]*dx， 于 是 体积 元 素 为 dV=x [f(x) J]:dzx， 


旋转 体 的 体积 为 V = [trooxas. 


5. 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 
设立 体 在 z 轴 的 投影 区 间 为 [a, b]. Ar 且 垂直 于 xz 轴 的 平面 与 立体 相 截 ， 截 面 面 积 


已 知 ， 记 为 ACz)， 则 体积 元 素 为 ACz)dz， 立体 的 体积 为 V= [A coda. 


6. 设 A，B 是 曲线 弧 上 的 两 个 端点 . 在 弧 AB 上 任 取 分 点 ， 
A-—M,. Mi. Ms, :**, Mi, Mi, **, Maas M,—B 
并 依次 连接 相 邻 的 分 点 得 一 内 接 折线 . 当 分 点 的 数目 无 限 增加 且 每 个 小 段 A, M: 都 缩 向 一 点 
时 ， 如 果 此 折线 的 长 y | MM, | 的 极限 存在 ， 则 称 此 极限 为 曲线 弧 AB WIK. JFK IE h 


RIL AB 是 可 求 长 的 . 
7. 设 曲线 弧 由 直角 坐标 方程 y= Sr) Caso fai. Hp f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 具有 一 


MERSE MAIKEN s= | VIF y az. 
8. HRM HSAN r=), dt Cato Ah. 其 中 eco. pO ELl BJ] 上 
具有 连续 导数 . 明 线 弧 的 长 度 为 * 一 | VOF Oa. 


SS 


EC 习题 解析 (上 ) 


9. 设 曲线 弧 由 极 坐标 方程 p 二 oC(9) (a 二 9<65) 给 出 ,其 中 (9) 在 La, B] 上 具有 连续 导数 . 
曲线 弧 的 长 度 为 s= [ VOD - gp GO) dé. 
5.5.2 习题 解答 


1. 用 定 积分 计算 由 直线 y 二 +， 直线 x 二 4 及 工 轴 所 围 成 图 形 的 面积 . 
解 ” 这 两 条 直线 与 x 轴 所 围 成 图 形 如 下 图 所 示 : 


解 广 程 组” 一”， 得 丙 条 直线 的 交点 举 标 为 (4，4). 取 可 坐标 x 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 
Ss 

间 为 [0，4]， 相 应 于 [0，4] 上 的 任 一 小 区 间 所 对 应 的 罕 条 面积 近似 的 高 为 zx， 底 为 dz dE 
形 的 面积 ， 从 而 得 到 其 面积 元 素 为 dA 一 xdz， 以 rdr 为 被 积 表达 式 ， 在 [0，4] 内 作 定 积分 ， 


所 求 图 形 面积 为 : A= | sac La 一 8. 


2. 计算 由 抛物 线 y= 及 直线 > 一 2z 一 0 所 围 成 图 形 的 面积 . 
解 ”由 抛物 线 与 直线 所 围 成 图 形 如 下 图 所 示 : 


yz ; y-2x-0 


> “ ”得 到 其 两 个 交点 坐标 分 别 为 (0，0) 与 
y—2r—0, 

(Q. 4). BORA c 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [0，2]， 相 应 于 [0，2] 上 的 任 一 小 区 间 所 
对 应 的 窦 条 面积 近似 于 高 为 dz， 底 为 2x 一 zz 的 矩形 的 面积 ， 从 而 得 到 面积 元 素 为 d= 


(2x—a*)dr. U COr— r jdr 为 被 积 表达 式 ， 在 [0，2] 内 作 定 积分 ， 所 求 图 形 面积 为 


先 求 出 这 两 条 线 的 交点 ， 为 此 解 方程 组 


2 2 l ; i 8 4 
A N x?) dr (z ge]. 4 一 可 X8 一 4 一 本 一 子 . 


ba 


3. 求 曲线 y= r -3a* — 2a 与 x 轴 所 围 成 图 形 的 面积 . 
解 ” 该 曲线 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 如 下 图 所 示 : 


曲线 y 一 一 好 十 3z? 一 2z 5j x 轴 的 交点 坐标 为 (0，0)，(1, 0) 与 (2, 00, 且 当 0<x<1 
时 ，y 过 0; 当 1<z<2 Hj. y>0. 取 横 坐标 z 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [0，2]， 该 曲线 
与 工 轴 所 围 图 形 的 面积 是 其 在 区 间 [0，1] 上 与 工 轴 所 围 图 形 面积 的 2 倍 ，[0，1] 上 的 任 一 小 
区 间 所 对 应 的 窜 条 面积 近似 于 高 为 一 (一 x 十 3z? 一 2+)， 底 为 dz 的 矩形 的 面积 ， 从 而 得 到 其 
面积 元 素 为 dA1 二 一 (一 x 十 3x* 一 27)dxr， 在 [1，2] 上 的 任 一 小 区 间 所 对 应 的 窗 条 面积 近似 
FAH — ac 3a — 2x. JEN da 的 矩形 的 面积 ， 从 而 得 到 其 面积 元 素 为 dA, = 
(一 妇 十 322 一 27z)dz， 所 以 所 求 面积 为 


1 
A=A, +A: f zi + 3r? 2z)dz 十 | (a° + äer — 2x )dz 
0 


( Lab 2)| +( Latta’ ili D L. 
1. 求 由 曲线 y 一 z 十 二 与 直线 一 2 及 y= 2 所 围 成 图 形 的 面积 . 
1 
1 E 1 yet. 
解 因为 z 二 二 之 2(x>>0)， 故 面积 元 素 为 4A= (x 十 二 一 2 )dz， wrea * 得 曲 
y-2. 


线 y 一 z 十 二 与 直线 "一 2 的 交点 坐标 为 (1，2). 取 横 坐 标 x 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 
C1. 2). 因为 面积 元 素 为 4 一 (x 十 二 一 2)dz， 故 所 求 图 形 面 积 为 
pi 1 
A= | (x++-2)ar = m2- 2 


5. 求 曲线 y=, y—sinz 与 直线 zx 一 0 和 z 一 1 所 围 成 的 图 形 绕 工 轴 旋转 所 成 立体 的 体积 . 
S 如 下 图 所 示 ， 所 求 的 旋转 所 成 的 立体 体积 为 


1 


b 1 
V, = aj Lf Cr) — g* G) ]dz «| (e — sin? r)dr GE la+ Tsin2z] 
a 0 


o 


P P143. Yung ds TER P 
sl zte 1) zt ziel | (e t Fsin2 ) 1] z(e 7 sin2) T. 


Ki 


EC 习题 解析 (上 ) 


x—acos!g. 
. ，。 0g. a> WEK. 
y=asin 9， 


6. Rea 


解 因为 xz'(g) 二 一 3a cos esing, y (9) —3a sin2pcosp， 故 弧 长 元 素 为 


ds = Yx” (g)9- y” (p) = V C7 3acos! gsing)? + (Basin? gcosg)? = 3a | singcosg| , (0 < 
Ze T 
9 x 2r). 所 求 弧 长 为 * = | 3a | sinpcosp | dp 一 [ 12asingcosgdg — 6a. 
0 0 


7. RA a? - Cy—0)* — a! (Oa b) ££ x 轴 旋 转 一 周 得 到 的 立体 体积 . 


S ”如 右 图 所 示 ， 所 求 的 立体 体积 为 A 
y= z| [Go E Vat —a4*) — (b— Vat —at ) Jdz i i 
= 8br L ya — a* dx 77 x 


-— 2 S 
= elt? p £ ES — 2a! bai. 


0 


H z 
* arcsin a ) 
8. RRR A T Cree ELO. 1] EB T BHL 


L4 y-G-ees 弧 长 元 素 为 


di—4/T-Fy*dz NE Lee ede NIE LC ee 2)dz， 从 而 弧 长 为 


—[ had aq Le -s =A aari 
E ji 14 Cie Le 2)dr 2 E Lezids z Ce e*). 


9. 计算 悬 链 线 Aere Eo, 如 上 的 曲 边 梯形 绕 工 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 
解 取 z 为 积分 变量 ,xzEL0，t]， 所 求 的 旋转 体 体积 为 


T d e bae TX oq E ix 
V [eem ge eM. 


1. 填空 题 

CD 函数 f(x) 在 [a, 5] 上 有 界 是 f(z) 在 [a, 5] 上 可 积 的 条 件 . 

(2) 函数 f(z) 在 La， 5] 上 连续 是 f(x) 在 [a,， 5b] 上 可 积 的 条 件 . 

G) 若 函 数 f(x) 在 La, 5] 上 有 定义 且 | f(x) | 在 La, 5] 上 可 积 ， 则 [we 存在 . 


OD 设 函 数 f(z) 与 g(x) 在 [a, 0] Exe. BH. fagl), W f LFCz) 一 5Cz)]dz 的 几 
何 意义 为 . 
O 设 函数 SOELA, Ai LE, Beien, W | af Gode 的 几何 意义 为 


解 (1) 必要 . (2) 充分 . ORD. 

(4) 由 曲线 y— Tei, y—gGO X HE x—a. x 二 5b 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

C5) 由 曲线 y= 二 f(z)， 直 线 r5a, r=b UR x RIP WE OU II AR ac 轴 旋 转 一 周 而 得 到 的 旋 
转 体 的 体积 . 

2. 求 下 列 极限 : 


i i5 A 
D lim 2-57 : n' 


d d l 1 
f^ lim 工 》 /1 一 - | Ve fa 2) i—i = i 
mo n t3 n 0 0 3 o 


(2) lim DOM 0 


解 


in EE 1 dim »G y = [tds E 


Jio n mo 个 gtr 


© lim | codes 
Tea 一 以 Ja 


E Fa) =a" [ioa . 则 


Ben ZS [ion in BY ves RA, 
47Z-Ja I>a ^ y 


za a 


d 
| arctantdt 
(4) lim EIL 


e ME 


EC 习题 解析 (上 ) 


解 先 证 所 求 极限 为 二 型 的 未 定式 . 因为 当 z<tan( 一 1) 时 ，arctanz 一 一 1， 令 


=f arctantdt, WIR x<tan( 一 ]) 时 有 
tan(—1) 


0 tan( 一 1) tan( 一 1) 
| arctantdt = f arctantdt < c f dt = c+x—tan(—1)—— 99 (Z 一 一 co)， 由 洛 必 
达 法 则 有 


bi r 
| arctantdt (| arctantdt ) 
z P z we arctany ud 


lim ; 
co Get so ( Jæ — 2) oo 


dr, W x> 0 hf, 


ET 
EE 1 - d s 
D EE S e zt (7)- 9 Be ont. foo =C. 
i a 
xp f -2[ EE 


4. 设 f(z) 与 g(x) 在 [a， Men 证 明 : 
a) [f oswa] Ju ; [e coaccam — MERRY); 


证 明 对 任意 实数 1， 有 | tagado, H 


b b b 
| f Go dr 4- 24 il fGOgGOodr +3? | Cd 20, 
上 述 不 等 式 的 左边 是 关于 A 的 二 次 多 项 式 ， 它 非 负 的 条 件 是 其 判别 式 非 正 ， 即 
a [| oswa] a fF dr: erroden, 


Wu |A god] < ipee. : [ie coa 
(2) f Lf) Hga Jde}? ell fo] e [f'e cons] (办 可 夫 斯 站 不 等 式 ); 
证 明 | [GD aco Tae — [LA GO HSD ga + gf GO de 


b b b 
一 j f^GOdz +2 [fogde + [ede 


^b b b t b 
«| f'Godz 2 [[ f'G)dr .| coadz] "erte 


« (Toon + [f'ede]? Ps 


1 


从 而 人 C00 co dx] < [T Pow T + ETag 
(3) 若 Dain, W NS T EE (b —a»* 
WEBB 由 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 ， 有 
me aie 
ml ode, > ar. 


5. 计算 下 列 积分 
QD P IF aina y 


0 x — cosr 


解 上 Desmar 一 i EE [mlz cose | | In 2 


o cr — cosr 0 T — COST 


2) [ina tàn sg 
A 


解 [na F tanz)dx [i (E a = | aen +eoszydz 一 | Incoszdz, 
0 0 0 


COST 


其 中 


* acsi adde = [tta Seel E Ba Ze 
[ ln(sinz 十 cosz)dz = f Inf Zcos( n x) | 
一 e In /2du + f’ incosuau 一 EE «f Incoszdz . 
0 0 
故 f Inc) + tanz )dr = zln2 bz f? Incoszda -[ lncoszdz = RE, 
D 


: 
@ |Ë, VI sinade; 


z e 
2 7 2 - 
解 Í „ Vl— sinZrdz = i : ysin? x + cos! x — 2sinzcoszda 
ES E 
TT 
P Lë 
一 | ,|sinr — cosz | de 
E: 


一 [eos — sinx)dx 4- fi sinz — cosx)dx 
E D 


= | sinx + cosx * -cF|— cosr — sinr HEELS 
[ Lu d 


2 
(4) re | sinz | dz; 
= 


f i a? |sinz | dx --[ a’ sinzdr epe sinzdr 
B Le " 


£ 


EC 习题 解析 (上 ) 


o 
=— [- cose + 2xsinx + Zens) + [- a cose + 2rsinx F 2cosz | 


CR 


= 9 —2). 


T 
o 


CIN et - 
"9 die? [ T E 
bs | ws X E epi Been Det 


E 


3 
W | fæ Dde, 其 中 f(x)= 
0 
le" x«O0. 


解 u—r—2. W r=0 Ht, u 2; r=3 时 , u=1, FE 
3 


1 
— A = u 
(x—2)dr = [. fwdu = ° faddu [ fdu [. Ire L du 十 | 1 du 


D e r2 2u dd +e™) Aly 
ed [E a Le + o IF? 


-[ma +e] «i W "el = nad eo- daz. 
6.( 积 分 第 一 中 值 定理 ) 设 f(x) 在 闭 区 间 [a, 4] 上 连续，g(x) 在 闭 区 间 [a,， 4b] 上 连续 不 
变 号 .证 明 至 少 存在 一 点 EECa, b], 使 等 式 
[rosod = re [coa 
成 立 . 
证 明 emm GO 20. Bc [a Coda 0. 因为 /(z) 在 闭 区 间 [a， LEES hA 
上 连续 函数 的 最 值 性 定理 ， 其 在 [a, 5] 上 存在 最 小 值 m 与 最 大 值 M. 从 而 
mpg) fa) Met, 
于 是 
e f'ede - [mg car < [rwanda < [Meca = M ['aGodz. 


车 | g (9dz 一 0， 由 上 述 不 等 式 可 知 /Ca)g(z)dz 一 0， 故 结论 成 立 . 


r fGOgGo)dx 


车 g(x)dz>0， Wa 过 M ,由 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 性 定理 ， 存 


[coa 
在 一 点 &€[a. b]. Wm 
riets 
EE i 
[code 


从 而 结论 成 立 . 
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6.1 微分 方程 的 基本 概念 


6.1.1 知识 点 概况 


l. 一 般 地 ， 凡 表示 未 知 函 数 、 未 知 函 数 的 各 阶 导 数 与 自 变量 之 间 的 关系 的 方程 ， 叫 做 微 
分 方程 . 微分 方程 中 所 出 现 的 未 知 函数 的 最 高 阶 导 数 的 阶 数 ， 叫 微分 方程 的 阶 . 

2. 根据 未 知 函 数 所 含 变量 的 个 数 可 将 微分 方程 分 为 两 类 常 微分 方程 及 偏 微分 方程 ， 
未 知 函 数 是 一 元 函数 的 微分 方程 ， 叫 常 微分 方程 . 未 知 函 数 是 多 元 函数 的 微分 方程 ， 叫 偏 
微分 方程 . 

3. 一 般 的 ，n 阶 微分 方程 形 如 : 

FG, ys ys c. yP )=0 R y"? — fr, ys y. cm, y"), 

满足 微分 方程 的 函数 (把 函数 代入 微分 方程 能 使 该 方程 成 为 恒等式 ) 叫 做 该 微分 方程 的 解 . 

确切 地 说 ， 设 函数 y 三 f(z) 在 区 间 I E n 阶 连 续 导 数 ， 如 果 在 区 间 工 上 ， 
FG, fæ), Pai, =, f?(G2)—0, 
那么 函数 y — FCz) 就 叫做 微分 方程 FCz，y，y «ocn. y) ERR I 上 的 解 . 

4. 如 果 微 分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 ， 且 任意 常数 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 相同 ， 这 样 
的 解 叫 做 微分 方程 的 通 解 . 通 解 的 意义 是 指 它 包含 微分 方程 所 有 的 解 . 

5. 由 于 通 解 中 含有 任意 常数 项 ， 所 以 不 能 唯一 确定 函数 关系 ， 用 于 确定 通 解 中 任意 常数 
项 取 值 的 条 件 ， 称 为 初始 条 件 . 通过 初始 条 件 确 定 了 通 解 中 的 任意 常数 以 后 ， 就 确定 了 唯一 的 
函数 关系 ， 即 得 到 微分 方程 的 特 解 . 即 不 含 任意 常数 的 解 . 将 求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 解 
的 问题 称 为 初 值 问题 . 求 微分 方程 y 二 f(z，y) 满 足 初始 条 件 y| aa, 一 的 解 的 问题 ， 记 为 

y=f(zr, y» 
Re 

6. 微分 方程 特 解 的 图 形 是 一 条 曲线 ， 将 其 称 为 微分 方程 的 积分 曲线 . 通 解 的 图 形 是 一 族 

积分 曲线 ， 称 为 积分 曲线 族 . 


Ki 


高 等 数学 习题 解析 (上 ) 
6.1.2 习题 解答 


l. 请 指出 下 列 微分 方程 的 阶 数 . 
(OD e (y) -2yy 十 2z 一 0; 

(2) a? y" all -sinz—0; 

(3) (G^) EI 十 y 一 0; 

(D. (3z 十 y)dz 十 (2z 一 1)dy 一 0; 


(5) zx? Ter ry Za y=0; 
(6) pp+0 B+1—p=0. 

E (1) 一 阶 ; DER: (3) 二 阶 ; (4) 一 阶 ; (5) 二 阶 ; (6) 三 阶 . 
2. 判断 下 列 各 题 中 的 函数 是 否 为 所 给 微分 方程 的 解 . 

(OD zy =3y, y=6z’; 

解 E. fb vi, 得 y=18x:, 于 是 xy =r. 18r =18r = 
(2) y y'—6y—3re" (5x--2); ya! e^; 
foR.dy-iee,18y-3se6-or22685, 

y! — 6xe* 4-62? e 4-62? e 4-43? e?* — bre -- 122? e?* .- 422 77, FE 

/4- y' —6y— 6xe* +12r e -- 42? e - 32? e Lider — sie — Ärer (5 3-2). 
(3) y+y=0, y—2sinr--3cosz; 

解 是 . H y—2sinz--3cosr. ff y'—2cosr—3sinr. d 2sinr—3cosr, "TE 
y 2sinz 一 3cosz 十 2sinz 十 3cosz 一 0. 

(4) y'—(atb)y' 十 apy 一 0，y 一 Ce +C, Hipa, b, Ci, C, 均 为 常数 . 

解 是 . 由 y=Cie” 十 Cse” 18 y —Cae*-Cbe*, y'—-Cua!e* Cb e^, FE 
y— Ca-b)yy' d-aby— Cua! e" +C, — (a+b) (Ciae” +C,be" ) --ab (C, e +C, ) —0. 
3. 验证 下 列 二 元 方程 所 确定 的 函数 为 所 给 微分 方程 的 解 . 
(D (è —AÀxy)y' —-2y! — 33! y —2x, x^ +r’ y—2xy!— 
证 明 KHE a H yry — C 两 边 同 时 对 zx ES, 得 


2 


2x--3z* y+ y -2y! 一 4zyy —0, Bl (i? —4xy)y' —25y! — 32* y— 2x. 


(2) (yr y He (y Y -2x(9—2)y' =2y, y—InG*y). 

24 
证 明 TIR yon G^ PORRO zc Rs dp yc fen OY, am 
(y r )y 一 2zy， 再 将 上 式 两 端 同 ， 时 对 工 求 导 ， 得 
(Qrycai y —2x)y'G'y-a*)y'—2y-2xy'. B 
i yr Jy +r? ty Y -2x(y—2) y' =2y. 


S62 微分 方程 初步 


4. 确定 下 列 函 数 关 系 式 中 所 含 的 参数 ,使 函数 满足 所 给 的 初始 条 件 . 
A) Bai Lët, y|:-0—=3; 

解 由 y|:=o 一 3, 将 x 一 0， y—3 代入 函数 关系 中 ,得 C9. 

(2) y= (C+C), y|z—1.; y |;2072; 

解 由 y= (Ci 十 Cox)e”， f8 y'— (C, -3C, cF3C,r)e*. 

K r=0, y= 二 1 代入 y= (C; Cae". Sl; 

BA, y =2 RA y (G 30 3C,x)e8, 18 C, ——1. 

(3) y=Cicos (z++C; )， y|==4=0, y |=;51. 

f 由 y=Cicos(zx 十 Cs), 得 y= 一 Cisin(z 十 Cs). 


LE y= 二 0 代入 y=Cicos(1+C:), 得 0=Cicos (至 +C;) EIE (QD; 
Dei, y 二 1 代入 y == 一 Cisin(zx 十 C,)， 得 1-—OGsin(5--C:) deng ©, 


Q'--Q*f8 C *-1, 从 而 C; =1. 4 C, =1 时 ， 解 得 C, —2kx., 故 y= cosx; 8i 6-1 
时 ， 结 果 相 同 . 


EC 习题 解析 (上 ) 


6.2 一 阶 微分 方程 


6.2.1 知识 点 概况 


1. 一 阶 微分 方程 的 一 般 形式 为 FCz，>，>y ) 一 0. 
或 者 y—f(. y 
有 时 也 写成 如 下 对 称 形式 : 
P(x, y) dxt-QCGr.. y)dy=0. 
HW r mn. y 看 作 未 知 函 数 ， 则 当 Q(x， y) 隆 0 时 ， 有 
dy | PG. y) 


dx Qr, y) 
若 把 > 看 作 自 变量 、z 看 作 未 知 函 数 ， 则 当 PO. y) #0}, d 
dr | Qo. y) 


dy Piza yY 
2. 一 般 地 ， 如 果 一 阶 微分 方程 y 一 p(x，y) 能 写成 
g(y)dy= f(x)dx 
的 形式 ,就 是 说 ， 能 把 微分 方程 写成 一 端 只 含 y 的 函数 和 dy， 另 一 端 只 含 这 的 函数 和 dx， 
那么 原 方程 就 称 为 可 分 离 变 量 的 微分 方程 . 
3. 可 分 离 变 量 方程 解法 是 微分 方程 中 最 基础 的 解法 之 一 ， 很 多 微分 方程 最 后 均 归结 为 可 
分 离 变量 方程 ， 将 可 分 离 变量 的 微分 方程 的 解法 总 结 如 下 : 
第 一 步 “ 分 离 变量 ， 将 方程 写成 g(y)dy 二 f(z)dz 的 形式 ; 
mm mae, [kody = | /C9dz， 设 积分 后 得 GCy) 一 FCz) 十 Ci 


B= BR GGO— FGO C 或 它 所 确定 的 函数 y 二 B(x)、x 二 y(y)， 他 们 都 可 作为 方 
程 的 通 解 ， 其 中 G(y) = 二 F(x) 十 C 称 为 隐 式 ( 通 ) 解 . 


4. WP HEES f. y) 中 的 函数 f(x， 3 可 写成 的 函数 ， 如 f(x. y)— 


g (之 )， 即 牧 一 p( 兰 )， 则 称 这 方程 为 齐 次 方程. 


5. kee lh, uo. M y 一 wx， 对 等 式 两 边 进行 求 导 . 因为 是 x 


m 


的 函数 ， 所 以 有 
dy | du 
dr "dr 

原 方程 化 为 


第 6 章 微分 方程 初步 


分 离 变量 ， 得 
du dr 
eG0—u x 

两 端 积分 ， 得 


IJ 
PCU) 一 六 z 


Ep, BU CE w， 便 得 所 给 齐 次 方程 的 通 解 . 


4 4p 3X — S (三 和 i dz_ 
当 方程 可 以 化 为 位 =g( 闻 ) 时 ， 也 是 齐 次 微分 方程 ， 将 原 方程 写成 


duy Fu. 
原 方程 变 为 
du pl 
dy" i gu) 
即 
du do 
dy gw) e 
它 为 可 分 离 变量 方程 ， 化 简 为 如 下 形式 
Jr alt 
eG) i: 
两 端 积分 ， 得 
du - 
Lë = fas 
ein) u 
求 出 积分 后 ， 再 用 二 代替 上 ， 便 得 所 给 齐 次 方程 的 通 解 
6. JE tn 
Bpo) witz) 


的 方程 ， 叫 做 一 阶 线性 微分 方程 . 其 特点 是 方程 中 关于 未 知 函数 y 及 其 导数 均 是 一 次 式 ， 注 意 
与 自 变量 zx 的 函数 PCz)、Q(z) 形 式 无 关 . 如 果 Q(Cz) 一 0， 则 方程 称 为 齐 次 线性 方程 ， 否 则 方 
程 称 为 非 齐 次 线性 方程 . 


Ki 


EC 习题 解析 (上 ) 


7. 形 如 


dy 
d; PO y-—0 


的 方程 为 一 阶 齐 次 线性 方程 . 该 方程 是 变量 可 分 离 方程 . 分 离 变量 后 得 吧 一 一 P(z)dz， 两 边 积 
分 ， 得 
In ly |=- [Pdr +c, 或 y= Cel"? (C = e) 
这 就 是 齐 次 线性 方程 的 通 解 (积分 中 不 再 加 任意 常数 ). 
8. 形 如 


OE PG) y-QG) 


其 中 ，Q(xz) 取 0， 将 其 称 为 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 而 方程 
Dipa) y=0 


其 左边 项 与 所 求 非 齐 次 方程 左边 项 完全 一 致 ， 所 以 将 其 称 为 对 应 于 非 齐 次 线性 方程 的 齐 次 线 
性 方程 . 


9. MER KREMI RSH PO y—QGoO lii EA 


y= eont [aco demas +C] 
DI 
y= Ce [rone 4 ebor [occisa 


于 是 ， 一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 二 对 应 的 齐 次 线性 方程 的 通 解 十 非 齐 次 线性 方程 的 一 
个 特 解 . 
10. 形 如 


Spo y-QG)y" (n#0, 1) 


的 方程 ， 叫 做 伯 努 利 方程 . 

严格 来 说 ， 伯 努 利 方程 不 是 一 阶 线性 微分 方程 ， 因 为 存在 y*， 它 属于 一 阶 高 次 微分 方 
程 ， 但 是 经 过 变量 替换 后 该 方程 可 转化 为 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 进 而 可 以 进行 求解 . 

11. 一 个 一 阶 微分 方程 写成 

P(z，y)dz 十 QCz，y)dy 王 0 
形式 后 ， 如 果 它 的 左 端 恰 好 是 某 一 个 函数 4 二 u(xz，y) 的 全 微分 : 
du(zr, y)=P(z, y)drtQr, y)dy 

那么 方程 PCz，y)dz 十 QCz，y)dy=0 就 叫做 全 微分 方程 . 这 里 


b d 
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du — Ju 
a; PG DAP F 


—-Q, y); 
而 方程 可 写 为 dul, y)=0. 
12. 若 PCz，y) 、Q(Cz，y) 在 单 连 通 域 G 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 且 


Ap A0 


dy de 

则 方程 PC(z，y)dz 十 QCz，y)dy 一 0 是 全 微分 方程 . 

13. 车 方程 P(x，y)dr 十 Q(x，y)dy 二 0 是 全 微分 方程 ， 且 

du(x. y) —P(r. y) drtQ(x. y)dy 

则 ulz, y)=C 
即 ii Peyda f" td = gi) € 6) 
是 方程 PCz，y)dz 十 QCz，y)dy=0 的 通 解 . 

14. 若 方程 P(x，y)dr 十 Q(x，y)dy 二 0 不 是 全 微分 方程 ,但 存在 一 函数 j= 二 u(x，y) 
Lutz, y)#0), EIE p (xs y)P (zx，y)dz 十 u(x+，y)Q(zx，y)dy= 二 0 是 全 微分 方程 ， 则 
函数 jC(z，y) 岂 做 方程 P(rz，y)dr 十 Q(zr，y)dy 二 0 的 积分 因子 . 


6.2.2 习题 解答 
1. 求 下 列 可 分 离 变量 微分 方程 的 通 解 . 


(D zy 一 ylny; 

解 原 方程 为 z = yiny， 分 离 变量 ， MEN 
In|Iny| 2In| x | nC, C, en, WH Iny—7 Ciz. $ 
一 Cz， 即 y 一 ec . 

(2) 4y +r +r? +5=0; 


dy dx 
”两 端 积分 ylny - E 


Cl， 从 而 原 方程 的 通 解 为 In y 


dz ， 得 
T 
C= 


D rënnen, WRR y 一 一 十 | (2 十 也 +5)dz， 解 得 
L/w 
ü 3 
(3) (1 十 z2)y —1o y; 


5z) Lë 
R Birgen, DEN, Man, WOEN 
| e^ = p IF’ 得 arctany =arctanr +C. 


(D y'—2zy'— yi 


E ig Aen, REN, mi - 5. On 


y (mm 


EC 习题 解析 (上 ) 


dy dr 4 1 l1 i Ne, odi H 
E (äer BZ gIn|1—2z| FC, SS 1—2x|9C 


(5) csc' xcotydz — cs ycotrdy—0; 


SW 
解 分 离 变 量 ， mi De, ggg | Say TD, Team 
oty cotr coty cot 
E = [3952 ane | coty | = In | cote [+ InG; CC, > 0) SERIE In er |— nc. 
coty cot cot. 


ME 一 十 Ci, 4 C — C. 原 方程 的 通 解 为 coty = Ceotz. 


cotr 


dy. 3z+y 。 
du d amen, 


deg. Lg ; " - 
解 ARER gO-sde MRR [2 [8de WR derer, SERM 
8 十 2 一 一 Ciln2， 令 C 一 一 Ciln2， 原 方程 的 通 解 为 8" 十 2 一 C. 

(7) (ette det e+e )dy—0; 


解 EUER Hids dy MRR der [mes 次 微分 得 


FFI E 


[i-e = Í LED, em nce +1) = 一 InCe' - D-- InC(C 2 0), 整理 得 
SEN EES 


(人 十 1) ee 十 了 一 CC， 
(8) sinzcosydax-- coszsinydy —0; 


解 nen, wi ii wann Zi | Bae, van 


cosy 


| ena, CGM fitf& In |cosy|=— In| cosx |+ lat", SEXE f | cosycosz | = C, , DU 


cosy cosx 


cosycosr =+ Cı, 4 C =+ C,. 原 方程 的 通 解 为 cosycosz = C. 


à dy 2 一 
(9) y drt (D 


解 “ 分 离 变 量 ， 得 dy 一 一 (z 十 1)zdz， 两 端 积分 | wdy= 一 | aptas. Kar 


E GTD! C, WEI 3y +4 G--D* 2126. 4 C= 126. JEDE EL UR ÁO 3y + 


4(z 十 1)3 一 C. 
2. 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 . 
(D xy'—5—2 yý- r= 


RS 当 z>>0 时 ， 原 方程 可 写成 了 一 立 二 2/ ( 立 ) 一 1， 令 w 一 兰 ， 即 > 一 zw， 有 


m 


y Sutru, WERJI TR ud-xu' —uc2 Vu 一 1， 整 理 并 分 离 变 量 , 得 


ip 


第 6 章 ”微分 方程 初步 


du _2dz 
vVu* —1 vu 


BH u+ wt -1— tt, C=C, fb ut ié -1-Crt Be IRA ESOPERI, P 


: T, mams E ERIT 解 得 ln|u+ A —1| —2In || lat, & 


方程 的 通 解 为 > 十 Vy 一 zz 二 


d 
(2) 3x Feel ES 


R ig in. e Ban, Ware A, SOT RIO 


dn egen 


ulInu—3) x m 


at an, 分离 变量 ,得 一 | 空 ， 凑 微分 得 
E 


[sse SIE ER In| Inu — 3| — In | x |-- InC, EIAS Inu —E Ciz -3. FEG, 


Inu — 3 


fü Inu = Ce +3. Wf u = JA Et. EIRIGH In >= Ce +3. 


(3) (+y )dr+rydy=0; 


解 原 方程 可 写成 ( 半 十 立 )dz 二 dy 0. $u SE 即 y=zu， 有 dy=udr+rdu, W) 


方程 成 为 (二 +xjdz+ udr oder, 整理 并 分 离 变量 ,得 To 一 一 至 ， 两 端 各 


E JE Bf In 1-29) — — In | | rat WY r VEEZ — 6. 4 


Cs= 土 01, 得 x AFW =C. 将 “一 立 代 人 上 式 并 整理 ， 得 rt +2 y =C, 令 C=C>0， 
原 方程 的 通 解 为 r H2 y = 


(4) Oc ef)dee (1 zs 0; 


" | r an dr tL. du 
解 Org SR Ore re ) 0. ^u y' Ha yu. figs uty gy’ 


则 原 方程 成 为 (ITe (uty E) re 1 aen, MENE E du — Ldy, WDR 


积分 | Ea - | Là. f lot sten 2 —In| y| tns ER Atten — 4-6. $ 


C=C, fü yut) =C. M u— RA ERME, 原 方程 的 通 解 为 ye 了 十 x+ 二 C. 


解 令 v 一 鞋 , 即 y 一 zx， 有 光一 xz， 则 原 方程 成 为 w 二 zw 一 wx 一 十， 整理 并 分 离 变 


AE 


Xe 习题 解析 (上 ) 


量 得 udu- —9£, 两 端 积分 | udu JE, 解 得 如 二 一 2ln|z| 一 C. 将 w= 之 代入 上 式 并 整 
X SÉ ZE 


H. EDRRHGHAROR y'——22 (ln|z| 十 C). 
3. 求 下 列 一 阶 线性 微分 方程 的 通 解 . 


SEE 
CO Stäer 


B y= efe (je . ca c)- ge (fe * e dr d C) e(£ +C) z + m 
(2) zy +y=x -4x—5; 


解 、 原 方程 可 写成 y 十 芋 y 一 zx? 十 4 一 之 ， 则 其 通 解 为 


y= efef f(a +4—2)e fdr +C]= HD (2 t +4— S )ede+C] 


A 3 
= 二 [| ee 5)dz+C] 上 (于 十 2 一 5z 十 C) 一 所 十 2z 一 5 十 人. 
£ Lit! 4 di 
(3) y — ysinz —e** ; 
B y= efr (fe pee ebd c)- e m ([eme mac c)- é "CaL €). 
(4) SCH tanr=— secr; 
dr l 5 * 


解 y= LI (- kend de $ c) = ah] o] (- [see Feel dz 十 C) 


cosz ( | sec! rdr 4 C) cosr(— tanz +C) sinx + Ccosr. 


dy |.2, —5, 
(5) gh 2y—5i 


解 el (fiede +C)= e "Uerde *C)- $ +c”, 
(6) y cosr+ ysinz =3sinzx cos z; 


解 、 原 方程 可 写成 y 十 ytanz 一 也 sin2+， 则 其 通 解 为 
y = eje (S [size dz 十 C) 一 cosa (3 [coszdz zz c) = cosx (3sinx +C) 


= 3sinxcosr + Ccosr. 


C) G* —D y +2ry+sinr=0; 


pup ， 则 其 通 解 为 
olge TI sinz Rae BENE n _ cosr d- C 
geld ( IE 4 C)- -H (- [sinzaz c) - €. 


(8 (Gr—Iny)dy— ylnydr=0; 


Ea 
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D 原 方程 可 写成 径 一 d s 则 其 通 解 为 


EN E pi. 1 
a= dst (— | Leia c) Iny( [Bb +o) InyC— In|Iny |d- C). 


(9) (xz 一 E y—4 G—3)*. 


B RIETER- 40-3). WA 


y= dest [- afe = be? 人 一 3)( 一 nr c) 
—(12x—4z* )--C(x—3). 
4. 求 下 列 伯 努 利 方程 的 通 解 . 


dy || P (snr BE? 
D a y 一 多 (sinz 十 cosz); 


解 原 方程 可 写成 六 ， SÉ I sina cose, 4 = " E y L, wg T’ 


TALI RES EO eo —sinr—cosr. z= ele [- Ir sinx 十 cosz) eda F c] 
7 


el [isine cosz)e'da + c] e| |esinzdz |eeosedz+c]， 


其 中 IE 一 [sinzace 一 ersinz 一 [eain 一 ersinz 一 [eeosedz ， 从 而 


[escas + [ecoszdz 一 ersinz, 故 = sinz 4- Ce. RB: E 代入 上 式 并 整理 ， 原 方程 的 


通 解 为 '—-—sinzcCe 7. 
(2) Mia 2xy!; 
dy, cr A L 1 dy 1 , de 
WO ing e e yh, Wë TER 
3 A LE z 


J 


Elie, 整理 并 分 离 变量 得 


are 2 ( Srde, MHRI | 55 | zdz, 


= 


解 得 x 二 Ce? 十 2. 将 = 一 二 代入 上 式 并 整理 ， 原 方程 的 通 解 为 y Cet 十 2. 


(3) D E2y- Q3) s 


D 原 方程 可 写成 Ëer h, WEAD, ， 于 是 原 方程 可 
y y e Jy T 
ge —6—92. 3RN z= d [— [corse aee C]. mz 


e Oen 将 < 一 市 代入 上 式 并 整理 ， 原 方程 的 通 解 为 y o Ce 


NE 


EC 习题 解析 (上 ) 


d Lue 
(4) dr Y y. 


解 ETS BHi casero OW 一 一 Qs 于 是 原 方程 可 化 为 


dz gz — 4r, 其 通 解 为 = 一 je (一 |4zefedz 十 C)， 解 得 = 一 于 二 二 十 Con 


5. 判断 下 列 方程 中 哪些 是 全 微分 方程 ， 并 求全 微分 方程 的 通 解 . 
(1) Ba’ 2x y! ) dx - (223 ye y! )dy=0; 
解 这 里 P(r, wii kär, QGr. y)—2x* yty. EE 所 以 此 方 


程 是 全 微分 方程 ， 其 通 解 为 RE +P erst )dy =C , Bj z’ taty Y c. 


(2) (2xyd- y! ) dz Gr y)! dy=0; 


dP 


解 这 里 P(x, y)—2ryty'. Q(x, y)7 Gy). 因为 5 一 2z 十 23 一 SS, 所 以 此 方 


2x 
程 是 全 微分 方程 ， 其 通 解 为 | odz 十 | Gy) dy 二 Gl， Bl 325y-F3zy'-y' =C, Bib C= 
36. 

(3) e'dz- Gre? - y! )dy—0; 
于 = 


解 这 里 P(x, y)—e. Oz, y)=re +y. 因为 3 


局 二 9， 所 以 此 方程 是 全 微分 广 


程 ， 其 通 解 为 Lade" ee +y )dy = C, Bl re g Ss 


(4) (zcosy 一 cosz)y + ysinzz -siny—0; 


解 ” 原 方程 可 变形 为 (zcosy 一 cosz)dy 十 (ysinz 十 siny)dz 一 0， 这 里 


P(x, y)=ysinr+siny, Q(x, y)=xcosy cosr ASE sinr + cosy 29, 所 以 此 方 


程 是 全 微分 方程 ， 其 通 解 为 [od ! | Creosy cosr)dy = C. Hl rsiny — ycosz = C. 


(5) yGr-2y)dr —a^dy—0; 


aP aQ 
ER 十 4y， ES 


解 XH PG. y)—yG-2y). Q(x, y) 22 .因为 2z， 所 以 此 


方程 不 是 全 微分 方程 . 
(6) (1+e nde Bee" *dg=0; 


解 REP 0)=1+e”,Q(p， 人 一 一 2pe Am äere 所 以 此 方程 是 


全 微分 方程 ， 其 通 解 为 | 2dp 一 | 2pe ”dg = Cc, 即 p(1+e*)=C. 


C) (xz:—y)dz+zydy=0. 


A 


第 6 章 ”微分 方程 初步 


E REPE, y) ca^ ys Qa Aen, 因为 站 一 一 27，58 一， 所 以 此 方程 不 是 


y 
全 微分 方程 . 
6. 利用 观察 法 求 出 下 列 方程 的 积分 因子 ， 并 求 其 通 解 . 
(D (x—y) (dz 十 dy) 一 dz 一 dy; 


dz 一 dy 


解 、 方 程 两 边 同 时 乘 以 ->， 得 dz 十 dy 一 皇 二 9 EIE 


二 为 原 方程 的 一 个 积分 因子 ， 且 原 方程 的 通 解 为 + 十 y=In(z 一 y) C. 


(2) ydr—axdy— xy! dx —0; 
2 


e gd X ydz—zdy ` £ x "» 
解 Jg IRR DI S. 807,2 dro, Br a( T) -(— 5) 70. Bios 


原 方程 的 一 个 积分 因子 ， 且 原 方程 的 通 解 为 二 一 二 一 C 


(3) y! (z 一 3y)dz 十 (1 一 3zys )dy—0; 


D E PA INR V 


Ldy z 1 ` e A " - 
zdz 十 中 一 3(ydz 二 xzdy) 一 0， 8 a(7-) a( Gell 3d(2y)—0. MAARN EAR 


DAF, D'ENN äer, 


(4) 2zdr-2ydy— (x° t y! des 


' a wn Dést: ' 
D 方程 两 边 同时 乘 以 二 二 yz， ccc dr, Bü d[lnCa*--y*)]—dz—0, ED 


zrpQ HOP RO ENT. HERR x ey! - Ce C0. 
(5) (x — y! )dz-2rydy— 0. 


解 原 方程 可 变形 为 :dz 一 dz 十 2rydy 一 0， 两 边 同 时 乘 以 二 ,得 


— 2 
der Extr Y 2-9. gr dtz 十 d( 半 )} 一 0， 所 以 二 为 原 方程 的 一 个 积分 因子 ， 且 原 方程 的 通 


BD x +y’ =C. 


EC 习题 解析 (上 ) 


6.3 二 阶 微分 方程 


6.3.1 知识 点 概况 


1. Y — f(x, y ) 型 的 微分 方程 

这 类 方程 的 特点 是 ,方程 中 不 显 含 未 知 函数 >， 所 以 依据 这 一 特点 将 其 称 为 “ 缺 y 型 " 微 
分 方程 .求解 这 一 类 方程 的 思想 是 ， 因 为 Y 是 y 的 一 阶 导数 ， 所 以 ， 如 果 把 y 作为 新 的 未 知 
函数 ， 就 可 把 原 方程 降 阶 为 一 阶 微分 方程 ， 从 而 求 出 y ， 再 进行 一 次 积分 运算 ， 就 可 将 未 知 


函数 y 求 出 . 
H y'—pGo. Wy'—p'. FEREKA 
p—fG. p) 
它 为 一 阶 微分 方程 ， 设 p — fO. poA per. CO. W 
o gc, C) 
原 方程 的 通 解 为 


y= foc: Jdr + C2. 
2. y — f Cy. y ) 型 的 微分 方程 


这 类 方程 的 特点 是 方程 中 不 显 含 未 知 函数 +， 所 以 依据 这 一 特点 将 其 称 为 “ 缺 x 型 "微分 
方程 . 这 时 可 做 变换 y = po). A 


原 方程 化 为 


设 方程 bp P= SO. DBRN y 二 p 二 p(y，C1)， 则 原 方程 的 通 解 为 
anrea id 
3. 二 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 
y -PG)y -QG)y- fG) 
若 方 程 右 端 f(x) 二 0 时 ， 方 程 称 为 齐 次 的 ， 否 则 称 为 非 齐 次 的 . 
4. 如 果 函 数 m (z) 与 ys (z) 是 方程 


yY 十 PCz)y 十 QCz)y 一 0 
1g8 
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的 两 个 解 ， 那 么 
y= y (Cz) Cys Ge) 

也 是 方程 的 解 ， 其 中 C, 、C* 是 任意 常数 . 

5. 设 y(T)，ys(T),，…，yn(X) 为 定义 在 区 间 IT 上 的 n 个 函数 .如果 存 在 个 不 全 为 零 的 
HE kis kos e k, 使 得 当 xEIT 时 有 恒等式 

kiyi Gr) H- a yo EE uy Gr) —0 

成 立 ， 那 么 称 这 个 函数 在 区 间 了 上 线性 相关 ; 否则 称 为 线性 无 关 . 对 于 两 个 函数 ， 它 们 线性 
相关 与 否 ， 只 要 看 它们 的 比 是 否 为 常数 ， 如 果 比 为 常数 ， 那 么 它们 就 线性 相关 ， 否 则 就 线性 
XX. 

6. 如 果 函 数 yi G0 53 ys (xz) 是 方程 

多 十 PCz)y 十 QCz)y 一 0 
的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 那 么 
y= 一 Cly(z) 十 Csy(z)(C、Cs 是 任意 常数 ) 

是 方程 的 通 解 . 

7. 如 果 yi (zx)，yz(z)，…，yn(X) 是 方程 

yi ® ay Gy" t aa G)y Fa (x)y=0 
的 nn 个 线性 无 关 的 解 ， 那么 ， 此 方程 的 通 解 为 
y=Ciy GO - C; y; Ge) tt Cy ,x) 

HPC, GC. C, 为 任意 常数 . 

8. 二 阶 非 齐 次 线性 方程 


y TPGOy HQ) y=f(7) 
dy 
dr 


即 
我 们 把 方程 


PG FQ) y=f(x), 


| 


y TPG)y'-QG) y=0 

叫做 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 . 

9. 设 y* (x) 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 

y+Plr)y +Q) y= f(x) 
的 一 个 特 解 ，Y(z) 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ， 那么 
y=Y(x)+y* (zi 

是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 . 

10. 设 非 齐 次 线性 微分 方程 Y 十 PCz)y 十 Q(x) y 二 f(z) 的 右 端 是 f(x) 几 个 函数 之 和 ， 如 

y -PG)y -QG) y= fiGoOd- fit, 

mi yit Go 5j Ae" (z) 分 别 是 方程 


Ki 


EC 习题 解析 (上 ) 


y -PGOoy tQG) y fiG0 5 y -PGOy Ha) y= Petzi 

的 特 解 ， 那么 yy* (x) 十 ys* (xz) 就 是 原 方程 的 特 解 . 

11. 形 如 

y+py 十 qy 一 0 

的 方程 ， 称 为 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ， 其 中 p. q 均 为 常数 . 

12. 求 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 Y 十 py 十 gy 二 0 的 通 解 的 步骤 为 ， 

第 一 步 “ 写 出 微分 方程 的 特征 方程 n^ o pr-q—0; 

第 三 步 ” 求 出 特征 方程 的 两 个 根 rl 、r2; 

第 三 步 ” 根据 特征 方程 的 两 个 根 的 不 同情 况 ， 写 出 微分 方程 的 通 解 . 

13. 微分 方程 的 通 解 有 以 下 三 种 不 同 的 情形 : 


CD 特征 方程 有 两 个 不 相等 的 实 根 直 、rs 时 ,函数 y —eht. y, 三 ex 是 方程 的 两 个 线性 


无 关 的 解 . 因此 方程 的 通 解 为 
y= e Cer, 


C2) 特征 方程 有 两 个 相等 的 实 根 二 rs 时 ， 函 数 — ent. y, cett dé rä ROBO CAS 


性 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 因此 方程 的 通 解 为 
yy 一 Cienz 十 Czzenz。 


(3) 特征 方程 有 一 对 共 轿 复 根 n. rs —acigW. PRAE y— e 97. ye WW 是 微分 方程 
的 两 个 线性 无 关 的 复数 形式 的 解 . 函数 y= e cospe, y= e" singr 是 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 


的 实数 形式 的 解 . 因此 方程 的 通 解 为 
y—e* (CicosBzr++ Cz singz ). 
14. 形 如 


y? E pi y P E pay P Ee pua y. puy 70 


的 方程 ， 称 为 阶 党 系数 齐 次 线性 微分 方程， 其 中 pis prec Puas b. 都 是 常数 . 


引入 微分 算 子 D， 及 微分 算 子 的 nn 次 多 项 式 : 
L(D)—D't 5D"! p;D'*-c--- p, aD, 
则 nn 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 可 记 作 
(Db D" o p; D" ?十 … 十 pi1D 十 p,)y= 二 0 或 L(D)y=0. 
n 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 : 
LiD =r" tpi pr jÜCcotecpardp,—0 
称 为 微分 方程 L(D)y 二 0 的 特征 方程 . 
特征 方程 的 根 与 通 解 中 项 的 对 应 关系 如 下 : 
CD 单 实 根 - 对 应 于 一 项 : Ce" ; 
(2) 一 对 单 复 根 n= atip), MEFA: e (Ci cosgx- C;singx)? s 
CD & 重 实 根 ~ 对 应 于 & 项 : er (Ci Cox Cua); 


Ki 
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(4) 一 对 上 重复 根 ri = tatih XMF 2k 项 : 
e™((GCi 十 Caz 十 … 十 Cex*!1)cosBr 十 (Di 十 Dsz 二 … 十 Der*!)sinBx). 
15. 形 如 


D 


y+py tqy7 fia) 
的 方程 ， 称 为 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 其 中 p. qg 是 常数 . 

二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 Y(x) 与 非 齐 次 方程 本 身 
的 一 个 特 解 y* (Zz) 之 和 : y=Y(zx) 十 y* Ca). 

(1) ai Paie El 

二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 Y 十 py ae fA i 

y' —2*Q,G)e* 

的 特 解 ， 其 中 Q, OES P, ORKER, dk dA 不 是 特征 方程 的 根 、 是 特征 方程 的 
单 根 或 是 特征 方程 的 重 根 ， 依 次 取 为 0、1 或 2. 上 述 结论 推广 到 n 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 
Jr. k 55A 的 重 根 次 数 一 致 . 

(2) fGr) — e [ P1 Go) coswa- P, Go sine JH FEAR 5X 

二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 

YF py ton fG) 
的 特 解 可 设 为 
y” =t [RV, Gr) cosox LR, Cr) sineox ] 

其 中 R? p), RO, m X. m=max{l, n). Wi k IA tio A— iwo) AE 

特征 方程 的 根 或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 或 1. 


6.3.2 习题 解答 


1. 求 下 列 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 的 通 解 ， 
(OD y =r +cosz; 


F 3 
解 y= [o H cosx) de 十 sinz 十 Cl， 


3 4 
y Ir + sinx d Cı lie "m cost 3 Cix FC 
(2) dere 
3r 2x 23x 
解 y IEEE Lea ) E L [erat Za 2 [ier 


sahal r aC ee) 
i 


E gz 979 — Brei" 4-267 )4-C,, 


EC 习题 解析 (上 ) 


y | exe 3z — Gre" + 2e » [a dr — ppg e*dr 一 6|zerdz 十 fede |+ Cx 


z; (Dee er — 2re 十 £ 37) (2zer Ie RR 2 eee 


- gj Ge — Axe -- 28 )+ Cu +C. 


" 2 
(8) Zen 


f y=2 Í T=2arctanz +C, y 
S 


y= [arctan 十 Ci)dz = ?|aretanrdr +|c dr—2xarctanz — InC 14-32) - Cu 4 Cs. 


(4) y'— y'a 225 

解 令 y —p. Woy'—p'. TAROT ERI (eS p — p—22. 利用 一 阶 线性 微分 方程 的 求解 
公式 ,得 

p = dë Uerde GR: e (2fze*dz +c) e (7 2x6* —2e* +O) 2x —2-- 


Cie ,对 上 式 两 边 积 分 得 原 方程 的 通 解 为 y = f- Ze —2--Cie*)dz ——2* BeH HC 
(5) xy" —y'—0; 


[ y -p. Wy cp. TIR BHO cp — p-0. Arii e g 


， 将 上 述 
方程 两 边 积分 得 |P= [ 至 ， 解 得 P 一 Ci 人 x， 对 上 式 两 边 积分 得 原 方程 的 通 角 为 

yy 一 Cl | — Cx TC. 

(6) J'22-F G^; 


Roy =p Wy—p. TJESOPEUIHEN p—2- p. 分 离 变量 得 二 人 一 dr, HE 


述 方程 两 边 积 分 得 | p] 一 IZ 解 得 p—/2tan V2x 十 C1， 对 上 式 两 边 积分 得 原 方程 的 通 
解 为 »—-—ln cos(JZx--C, ) | cke, 
(7) yy G0! —0; 


M Sin Wy cy nët, TN yp D rn, REN 


y 


各 dp dy y 4 dp dy 4B y e FE 外 一 
gib o, 将 上 述 方程 两 边 积分 得 | [2. 解 得 y 一 一 中 -， 分 离 变量 得 ydy 
Ci'dr， 两 边 积分 得 原 方程 的 通 解 为 二 Ciz 十 C. 

8) y — y=. 


As 
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解 令 y 一 p， 则 洲 =p'， 于 是 原 方程 可 化 为 p/— p —0. 分 离 变量 得 5 一 dr， 将 上 述 


方程 两 边 积分 得 | $ 一 e faz, Rn ERIAREN INER y= 


—]n| —z+6G | -C;. 
2. 求 下 列 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 
(D yo» La y |z=0 0, y' |z-e 0; 


解 Sain, Win SZ P TUBNOP EUIS Be, ZEN 


e 


将 上 式 两 边 积分 得 | 235. — | ay. Re imt y=0 


p= 


时 p=0, 得 C,—1. HB p—-— V1—e "^, XIKER, 得 


SE 一 士 dz， 两 边 积分 得 


一 士 |dz， 解 得 In(e 二 Ve 了) 一 士 z 十 Cs， 由 初始 条 件 当 x 一 0 时 一 0， 得 


Gg, Wie Mee SR e- 


(2) Aë +1=0, y| 51; Lt, 


解 “ 原 方程 可 写 为 y-*3-0, 两 边 乘 以 2y， 得 2530, w[o -k| =0， 


从 而 (> 一 直 一 Ci， 由 初始 条 件 当 y 一 1 时 一 0, f o1, io» edil, 


Ta, ARR 20 cds, BIN AECH, ANM 
”学 


件 y|:-1= 二 1， 得 C:= 士 1. 于 是 一 V1—y! — E (Gr— D. PAEH +y 22x. BP r=l 
Wh. y—120. MENEREN y— V27z 一 好 . 

3. 验证 yı — cos3x H y; —sin3x 都 是 方程 y --9y—0 的 解 ， 并 写 出 该 方程 的 通 解 . 

解 H yi—cos3x. fH yi/— —3sinàr. yi^— —9cos3z; 

由 y;—sinàr. 得 ys = 二 3cos37，y1 二 一 9sin3x7， 于 是 有 y/,o-9y—0G-—1. 2. Wy 5 


» 都 是 方程 y -9y—0 的 解 . 又 因为 光一 cot3z 夫 常数 ， 故 wm Ha 线性 无 关 ， 于 是 原 方程 的 


通 解 为 y— Ci yi HC ys — Cicos3- C; sina. 
4. 验证 yı —arcsine" 5j y; —arcsin2e" SR BR y = (y Y +y 的 解 ， 并 写 出 该 方程 的 通 解 . 


g D et 


» N DH 
Ae 7 ade)? 
2e* guts 2e* 
» $ 
V1—4e (1—4e*)$ 


fü 由 内 一 arcsiner， 得 ul 
于 是 有 Al GP yG-1, 


Ag 


Hi y;—arcsin2e^, f y: = 


EC 习题 解析 (上 ) 


2)， 故 和 与 yo 都 是 方程 y= (> Hy’ 的 解 . X BUT CIC BO» y 线性 无 关 ， 于 是 


原 方程 的 通 解 为 y 王 Ciyw +C ys — Ciarcsine? 4- Czarcsin2e". 
5. 验证 


a) 3 一 二 (Ce 十 Ce )(Ci， C, 为 任意 常数 ) 是 方程 xy 十 2y 一 zy 一 0 的 通 解 ; 


证 明 $y ef zn 则 y. (+ ie. ll (+ Zi Se, 


zy +2y' zy DE Leijeew(d Le es 0. 


Gi 


" 业 2 2 LY KS : 
zy” +2y: zy=a( +t z)e+2( - aj i get 0. B yi 与 ys 均 为 原 


x T T 


TEM Bo H 线性 无 关 ， 因 此 y— L (Ge Ce ) 是 方程 xy 十 2y 一 zy 一 0 的 通 解 


(D y 一 Ce 十 Crez 十 再 er (s C, 为 任意 常数 ) 是 方程 Y 一 3y' 十 2 一 cz 的 通 解 ， 


证 明 ye. y=, y deg, W 和 "一 3y 十 2y1 = —3e* 2e —0; 


" 


y äs 十 2yz —4e* —6e7 +2 —0, Mdb yy 与 ys 是 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 解 ， 且 y 


与 y 是 线性 无 关 的 . 又 因为 (y* V-30 ) e2y ee Des ee ce, My! 是 原 方 


程 的 一 个 特 解 ， 所 以 y CO ye! 一 Ce 十 Ceex 十 十 是 原 方程 的 通 解 ， 
(3) y—7Cicoszc- C;sinzd-e* (Ci, C; 为 任意 常数 ) 是 方程 YY 十 > 一 5e2 的 通 解 ; 


WEBB $ y—cosr. y;—sinr. y' =e, W y” +y cosr+cosr=0; ys +yz sinz+ 
sinz 一 0， 故 yi H y. 是 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 解 ， 且 yi 与 y% 是 线性 无 关 的 . 又 因为 (y* )” 
Ty! 一 4e= 十 ex 一 5e ， 故 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 所 以 y 一 Cly 十 Coy +y" =C cose + 
Cazsinz 十 ee 是 原 方程 的 通 解 . 

(4) Aaf - C, a? nx - sin22(0, .. C; 为 任意 常数 ) 是 方程 zy 一 3xy 十 4y 二 一 4x?sin2x 
一 6zcos2z 十 4sin2z 的 通 解 . 

证 了 明 ZS ul, ys—a!lnx. y^ —sin2z. W 


af 3xyi! 4y, sii —3a * 2x A2* —0; 


zy" Bayr 4y =x (21nz 3-3) — 3a (2rlnr+r)+4r lnr=0, 

Ha 与 yz 是 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 解 ， 且 y 与 ys 是 线性 无 关 的 . 又 因为 

a! C(y* Y 一 3T(y*) 十 4y* 二 一 47?sin2x 一 6xcos27 十 4sin27， 故 y* 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 
所 以 y= 二 Ciy1 十 Czyz 十 y* = 三 y 二 C1 十 Cox*1nzr 十 sin2zx 是 原 方程 的 通 解 . 


p 
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6. 求 下 列 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 : 
(OD 多 一 3y 十 2y 一 0; 
解 ” 特 征 方程 为 亡 一 3r 十 2 二 0， 解 得 7 二 1， rs 二 2， 故 原 方程 的 通 解 为 


wesse Lee" 


(2) y —2y =0; 
解 ” 特 征 方程 为 亡 一 2r 二 0， 解 得 二 0， rs 二 2， 故 原 方程 的 通 解 为 


y=C, +C". 
G) y+y=0; 


解 ” 特 征 方 程 为 亡 十 1 二 0， 解 得 二 i，rs 二 一 :， 故 原 方程 的 通 解 为 
y=Cicosz+t C;sinxz. 

(4) y+2y T 5y—0; 

解 ”特征 方程 为 天 十 2r 十 5 一 0， 解 得 mm 一 一 1 士 2i， 故 原 方程 的 通 解 为 
y 一 e xz(Cicos2z 十 Czsin2z). 


(5) 多 一 2y EE 

f —TRÜEZI ERU D—2r-1—0. ffr —r,—1. Eë FU 8E 

y-7(CG-TGzz)e. 

(6) y? 一 y 一 0; 

解 ” 特 征 方程 为 一 1==0， 即 (一 1) (于 十 1) 王 0， 解 得 ri,s —-—1. naí— xi. WEDE 


的 通 解 为 y= Cie” 


(D) y? -FAy'4 


Cze *-FC;,cosxr-d-C,sinz. 


F4y-—0; 


SW ”特征 方 程 为 闪 十 4 十 4 一 0， 即 G?2»* 20, ff ra — Zi. na =V EE, dk 
原 方程 的 通 解 为 y= (Ci d- Co x) cos 2a 4- (CC; 3- Cox) sin / 2x. 


(8) ye —2y"- y'—0; 


解 ” 特 征 方程 为 x 一 27 十 六 二 0， 即 六 1) —0. f r0. rs 二 1， 故 原 方程 的 
通 解 为 y= 二 Ci 十 Csx 十 (Cs 十 C4zx)e. 

(9) y? -4y" —5y—0; 

解 ” 特 征 方程 为 x 十 4r? 一 5 二 0， 即 (7 一 1) (7-5) —0. ftf ra — 1. r xi, 
rau 二 士 V5i1， 故 原 方程 的 通 解 为 y 二 Cie* 十 Cze “十 Cscos V5zx 十 CzsinV5x. 

(10) y? +2y”+2y =0. 

解 ” 特 征 方程 为 十 27 十 2r? 二 0， 即 亡 (7? 十 2r 十 2)= 二 0， 解 得 i,s 二 0，rs% 二 一 1 土 i1， 故 
原 方程 的 通 解 为 y= 二 Ci 十 Cox 十 e (Cscosz 十 Csinz ). 

7. 求 下 列 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 : 

CD y Fy-2y-e*; 


A 


EC 习题 解析 (上 ) 


解 由 下 十 r 一 2 二 0， 解 得 7 二 1 二 一 2， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 Y 二 Cie’ 十 
Ce", 因为 f(x) —e*, A52 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 可 设 y 一 ae 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 代 


2r 
入 原 方程 得 4aezz 十 2aez 一 2aez= 一 ez ， 解 得 a=, B y 一气. 


故 诛 方程 的 通 解 为 y= 了 十 y* - Ge etr 


(2) y +4dy=e"; 
解 由 ?十 4 二 0， 解 得 ,二 土 2i?， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y==Cicos2x 十 Czsin2x. 因为 f(z) 二 ,4= 二 1 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 可 设 y —ac 是 原 


方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 得 ae 十 4ae" er, Wie War — s 故 原 方程 的 通 解 为 


?一 Y 十 多 =C, cos2a-- C, sinZa-- S. 


(3) 2y +y 232 —r-2; 


解 由 2 十 + 一 0， 解 得 太一 0 一 一 十 ， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 


Y-O Ge. Dh Pais Aaf ak, A—0 是 特征 方程 的 单 根 ， 故 设 
y! —2 (aa? Harta ) 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 并 整理 ， 得 


3aoz2z 十 (12a 十 2w )z 十 (4a Haz) — 33? 一 + 十 2， 比 较 系 数 得 ao =l, a=-#, az = 28, 


D y' Sr KR 十 28x. 故 原 方程 的 通 解 为 y=Y 十 y* =C Ate t Ha’ — at t28. 


(4) 光 十 4y +H3y= re; 

解 hrtir+3=0, fü n l. r2=—3, HURDI BOS W UJ FE TT Ee UB fO 
Y=Cie “十 Cze 7. Dh f) =r, AÀ— —1 是 特征 方程 的 单 根 ， 故 可 设 

y! 三 Te “(ax 十 b) 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 并 整理 ， 得 


me 


1 (zx 一 1). 故 原 方 


(4az 十 2a 十 20)e “二 xe “， 比 较 系 数 得 a L, b L, 即 y* 


程 的 通 解 为 y=Y 十 y* C et Ge ETT D. 


(5) 光一 2y “十 2y 一 ersinzs 

解 由 于 一 2r 十 2 一 0， 解 得 ms 一 1 士 i， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 

Y-—e*(Cicosrc-G,sinx). 因为 F(z) 王 ersinz 一 er (0。cosz 十 1。sinz)，) 十 io 王 1 十 i 是 特 
征 方程 的 单 根 ， 故 可 设 y = re (acosz 十 bsinz) 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 并 整理 ， 


28 —2asinx-c-2bcosr-sinr. 比较 系 数 得 a 


ZE COST 


2 


e: b 0. Bl y 


xe'cosr 


故 原 方程 的 通 解 为 y —Y-- y* =e (Cicosr- C;sinz)— 


ik 
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(6) 光一 4y' 十 4y 一 es= (2x41); 

解 由 亚 一 4r 十 4 二 0， 解 得 六 ?一 2， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 

Y—e*(C Ca). 因为 fGo—e* (2x1). 4 二 3 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 可 设 

多 二 er(az 十 0 是 诛 方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 并 整理 ， 得 cz 十 2e 十 0 一 2z 十 1， 比 较 
系数 得 a 二 2，5 二 一 3， 即 y* —e*(2x—3). 故 原 方程 的 通 解 为 y =Y +y" =e% (Ci 十 Czx) 十 
一 3 

(7) 水 十 3y 十 2y 一 5z 一 1; 

解 由 ?十 3r 十 2 二 0， 解 得 元 ls fa 2， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 

Y-QGe*-cGe. [NJ f(x) —55x—1. A—0 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 可 设 y* 一 az 十 0 是 


原 方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 并 整理 ， 得 2az 十 3a 十 2 一 5x 一 1， 比 较 系数 得 < 一 二 /一 


UI wer 故 原 方程 的 通 解 为 y 一 Y 十 y te "rte t EET, 


(8) ji din 

S 由 ”十 9 二 0， 解 得 ,三 士 31， 故 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 

Y-—Cicos3a--C,sin3a. 因为 f(z) 二 xcos2x，4 十 iw 二 2i 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 可 设 
一 (az 十 b)cos27z 十 (cz 十 d)sin2z 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 代入 原 方程 并 整理 ， 得 


(5cz 一 4a 十 5d)sin2z 十 (5az 十 50 十 4c)cos2z 一 zcos2z， 比 较 系 数 得 a=4, b =0, Ces, 
4 e ENEE uet, á "wm i 
d 28" 即 y 5 故 原 方程 的 通 解 为 y= Y + y* 三 Cicos3zx 十 Cssin3x + 


xeos2x  4sin2: r 


5 25 

(9) y^ -2y—e*--sinz; 

解 h +H2=0, BUR na Xi. KORD EERI me be ROU ÁO 

Y=C cos V2x 十 Cosin V2x. 因为 f(x) —e* +sinr, XE T Jr f£ y'—-2y—e., upra 
Au" Aer: 对 应 于 方程 了 十 2 一 sinz， 可 设 特 解 mw” — Bcosr--Csinx. HÆMME., 3E 
y! Aer Beosz Csinz 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 代 入 原 方程 并 整理 ， 得 


3Ae*--Beosz--Csinz—e'-sinz, RRRA- i B—0. C=1, Wi 


y =Š sinr. 故 原 方程 的 通 解 为 y=Y 十 y* =C cos V3x 十 Cosin Zx+ E sinz. 


(10) y'— y—cos' z. 
解 hlo, HF mm, 一 士 1， 故 诛 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 


Y= 二 Ce 十 Cze *. 因为 SSos r= 14 228, 对 应 于 方程 y-y-l 可 设 特 解 


P 


EC 习题 解析 (上 ) 


»c 7A: 对 应 于 方程 一 y 一 995, p EAS AE A = Bensin Coste, DIER, W 


多 一 A 十 Bcos2z 十 Csin2z 是 原 方 程 的 一 个 特 解 ， 代 和 人 原 方程 并 整理 ， 得 一 A 一 5Bcos2z 一 


5Csin2zx 一 六 十 <， 比较 系数 得 A 一 一 去 ，B 


1 1 cos2x 
10* C=0, Bf y 2 10" 故 原 方 


程 的 通 解 为 ?一 Y 十 y -Y- Ce Ge -1— DE, 
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6.4 总 习题 解答 


1. 填空 题 

COD zy 十 zz(y)2 十 4zy% 一 sinz 是 阶 微分 方程 ; 

(2) 一 阶 线性 微分 方程 十 PCz)y 一 QCz) 的 通 解 为 o o 

(3) QUI ya. ya? 是 某 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 两 个 解 ， 则 该 方程 的 通 解 为 ` 

(4) BH y 一 rz，y 一 sinrz，y 一 1 是 某 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 三 个 解 ， 则 该 方程 的 通 
解 为 E 

f& (1) 3. 

(2) y= ere [Jacodro» +c]. 


(3) y 一 Ciz 十 Cazz3. 

(4) y 一 Ci(Cz 一 1) 十 Cs (sinz—1) 4-1. 

2. 求 以 下 列 各 式 所 表示 的 函数 为 通 解 的 微分 方程 : 

(OD Gr C)* 十 2y% 一 3( 其 中 C 为 任意 常数 ); 

解 将 (z 十 C) 十 2y% 王 3 两 边关 于 xz 求 导 , 得 2(zx 十 C) 十 4y，y 二 0， 从 而 有 

C— —2y * y 一 +， 将 其 代 和 人 (zx 十 C)* 十 2y* 二 3 中, 得 2y*[2Cy)? 十 1]=3. 

(2) y= 二 Cie * c Ge" CE CG, C; 为 任意 常数 ); 

解 将 y==Cie “十 Cse** 两 边关 于 xz 求 一 阶 与 二 阶 导 数 ， 得 y Ce * 3C", y 


Cie “十 9Cse*， 将 上 面 两 个 方程 联 立 , 得 C 


` 


Ly 9 jets (x bo Hy ee ”将 
其 代入 ?一 Cle “十 Cze™* 中 ， 整 理 得 一 2y —3y-0. 

3. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 

(1) —! 


Rp ar mE el [ls 


de 


， 即 


SSC 


utr = ， 解 得 


be =] Hi)! 


P ny 1|—In| yF1]) T n|z| lIn|4—x|)+InC tc ni, #744 


Ed 


的 通 解 为 (y 一 1)? (43) — Cx Cy D. 


4 一 工 


—]|nCi. Mia €£Cix (y 十 1)*, $ C== 土 Cf， 原 方程 


SE 


EC 习题 解析 (上 ) 


(2) Gà F2xy — y) dx Cy! -2xy— r )dy—0. 


EE 


| Norm 0, 4 u- 2, W you, EECH 


EE i 
r: dë 
du ,l1t2u—w — " — 1—2u— dr 
原 方 程 成 为 utr de Aru 1 整理 并 分 离 变量 ， f puru" xp SI 两 端 积分 
1—2u—u [dx "i 1 2u dr m 
| i js aalt besi [5 ， 解 得 
i CELL ll eC, Wm Ca 将 w 一 世代 入 上 式 并 整理 ， 原 方程 的 通 解 为 
u u E 


IWER Gh y-0; 
i PR, 则 其 通 解 为 


y= efie (— fy dtas c)- L(-|vav*c)-- xo e 


(4) xdyd- [y+3zy G-Inz) ]dz—0; 


解 OBOmEWEHL.3224.1.1. 304mo0,42-l, WÉI A, di 
y dr xz y y dr y 


DETAI S — 25 — on +n, 其 通 解 为 = 一 dëi el "che edz 十 C] ， 解 得 = 一 一 


12z 一 6zlnz 十 Cz2. 将 z= RA ERIM, 原 方程 的 通 解 为 "一 一 12z 一 6zlnzr 十 Cz?. 


(5) (2? +2y)dr+2rdy=0; 


解 这 里 P(x Aire, ien 22. WHER, TEREM 


z y 3 
程 ， 其 通 解 为 | zx?dz 十 | 2zdy = Cm + 22y = C. 
o 0 3 
(6) 2ydz 一 3zy dz 一 zdy 一 0. 
fg 方程 两 边 同 时 乘 以 zx， 得 2rydr— 3a y dr—xz’dy=0, HJ 
yd(z?) —z*dy 
y! 


aler, Otem Er, DER T. 9 - C. 


yd(Gz) — 3x’ y dr — z^dy = 0, 两边 再 除 以 y 得 3z2zdz = 0, Bl 


4. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 


(D sinydr+ (1+e *)cosydy—0. DIE 


g” 
zy 
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_ cosy e — f cosy 
解 RUE. Hc usc Di, MAR Ter SEA, wa 


InCe* +1)=ln]|siny|+lInC, (C; >0), Hl e +1=Csiny, RAHIRI r=0, y— 得 
C—242. 于 是 er 十 1 一 2V2siny， 即 (er 十 1)cscy 一 2V2 为 已 知 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 
特 解 . 

=- = X ks m 

(2) (eieiei ILS 0, yl. 1; 


dr 
P dy 


E tute" + (1 xl 0, $u >， 即 zx 一 yx， 从 而 


Pruty Po WENEH A+ (uty de) eer io co. SERDEAE RAE 


LS Ae "Lin bu tea u=- | La». 解 得 ws 十 e 一 全， 将 w 一 至 代 人 得 


ute" 
x+y 二 C， 代 人 初始 条 件 vn, y=1, f C—1. 于 是 x ye? 4 
初始 条 件 的 特 解 . 


dy,» 
Gu E 


m oye (me sedz+C)= 寺 (| SE. ée cl leste") DE, 


cosr 
一 |:=:=0; 


RAWKI a, y=0, 得 C—0. 于 是 y Saz 为 已 知 微分 方程 满足 所 给 初始 始 条 件 的 


TEC. 
(4) y'O SL, zl, y |.- 0; 


RS Mach, 于 是 原 方程 变 为 p Po pl. 分离 变量 ， 得 


ibd. 两 边 积分 | 235. = | à». 解 得 p= Ge. 由 初始 条 件 y—o. p=0, 


得 C,—1. 于 是 p =le, H p—-c V1—e ,再 分 离 变量 ， M EE 两 边 积 


分 | zs garan, 得 | Ela, mg 


ln(er 十 Vez 一 1) 一 士 z 十 Cs ， 由 初始 条 件 zx 一 0，y 一 0， 得 C —0. M niet deii 
e 一 一 5 一 为 已 知 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 . 
G) y+5y +18y=0, als, y |..—3; 


解 ” 解 特征 方程 二 十 4r 十 7 一 0， 得 mm: 一 一 2 士 V3i， 故 方程 的 通 解 为 
" (CicosV3z 十 CsinV3z)， 由 初始 条 件 += 二 0 时 ,y= 二 0, 得 Ci 二 0. 


—-z, Hl y=In 


EC 习题 解析 (上 ) 
y 


一 e [(J3c,—2C, )cos /3x — (/3C, 4- 2C, ) sin 3x |> 由 初始 条 件 z+ 二 0 时 ， y —8, 
得 C:=V3， 故 诛 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 为 y 一 V3e "sin 3x. 
(6) 多 一 2y 十 3y 一 4，y| -一 2，y| :一 3; 
SS ” 解 特征 方程 r —2r+3=0, ir l. rz 二 3， 故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y=Cie “十 Cse*. 因为 f(x) 二 4, 4 二 0 不 是 特征 方程 的 根 ， 故 可 设 y* —A 是 原 方程 的 


一 个 特 解 ， 代 入 方程 解 得 A —-. 所 以 原 方程 的 通 解 为 y 二 Ce "Ger 由 初始 条 件 


T 
z=0}, y=2, S Ci 十 Cs 一 " y= 一 Cre 十 3Cze”， 由 初始 条 件 zx 一 0 时，y' 一 3， 得 
一 Ci 十 3Cs 二 3， 从 而 C, 一 一 十，Cs 一 其 ， 故 原 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 为 y — +S 


DE 

(7) y'—y-Are, y|,-—1. y |.-9—5. 

S ” 解 特征 方程 天 一 1=0， 得 疡 :一 土 1， 故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 了 Y 一 Cle“ 十 Caer， 
因为 f(z) 二 4xe*, 4 三 1 是 特征 方程 的 单 根 ， 故 可 设 y* — cet (az 十 六 是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 
代 人 方程 解 得 4Az 十 24 十 2B 一 4z， 比 较 系 数 得 A— 1. B=—1, ik 

y" 三 ze*(x 一 1), 于 是 原 方程 的 通 解 为 y= 二 Cie “十 Cse* 十 te (x 一 1). 由 初始 条 件 z+==0 
Bj. y—1, 得 Gi 十 CG;=1.y =E (x 十 x 一 1 十 G1) 一 Ce“*“， 由 初始 条 件 z=0 时, y =5， 


Se 
2 十 


Hot, Ali - T. 67-3 


ae*(ar—1). 
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